ANALIZA MATEMATYCZNA 3, WPPT (MATEMATYKA)
Calki krzywoliniowe

. Sparametryzuj tukowo krzywe: (a) C(t) = (t, 5t%2,%); (b) C(t) = (a'sint, a’ cost),
a = const. > 0; (c) krzywa ptaska okreslong réwnaniem y = 2(x — 1)%2, 2 > 1.

1N

3

: : : 2 . :
. Oblicz prace jaka wykona sita (a) F(z,y) = (—xf,/g?iym, x5/3+2y5/3) wzdtuz tuku
asteroidy z%/® +y*® = a/% od punktu (a,0) do punktu (0,a), a = const. > 0;  (b)
F(z,y,2) = (yz,2v/R2 — y2, zy) wzdtuz spirali C' : & = Rcost,y = Rsint,z = &

2w
zawartej pomiedzy plaszczyznami z = 01 z = 3a, gdzie R, a = const. > 0.

. Oblicz calke §. V22 + y2dzx + y(zy + In(z + /22 + y?)) dy, gdzie C jest dodatnio

zorientowanym brzegiem obszaru D ograniczonego przez krzywe y = Inx, y = 0,
x = e. Wskazowka: skorzystaj z twierdzenia Greena.

. Za pomoca catki krzywoliniowej zorientowanej oblicz pole obszaru ograniczonego
przez (a) kardioide C' : r = a(1 — cost), gdzie (r,t) sa wspolrzednymi biegunowymi
na plaszczyznie, a = const. > 0;  (b) hipocykloide C : z = a(2cost + cos 2t),y =
a(2sint + sin 2t), a = const. > 0.

. Niech 2 bedzie otwartym, niepustym podzbiorem C; v : [a, b] —  — krzywa (kawal-
kami) klasy C'; f: Q — C. Zapisz catke krzywoliniowa [, f(z) dz znang z wyktadu
z funkcji analitycznych poprzez odpowiednie catki krzywoliniowe zorientowane (na-
pisz f(x + iy) = u(x,y) + iwv(x,y), podobnie dla ~, ...). Nastepnie korzystajac
z twierdzenia Greena i rownan Cauchy—Riemanna udowodnij nastepujace twierdze-
nie Cauchy’ego: jesli f jest funkcjg holomorficzng na obszarze jednospojnym 2, v —
krzywa zamknieta (kawatkami) klasy C* zawarta w Q, to [, f(2) dz = 0.

. Zalézmy, ze C jest krzywa Jordana, dla ktérej istnieje parametryzacja C(t) =
(x(t),y(t)) kawatkami klasy C!, taka ze y(t) = tz(t), a < t < 3. Wykaz, ze pole ob-
szaru D ograniczonego przez krzywg C' wyraza si¢ wzorem |D| = 1 J2(x(t))? dt.
Skorzystaj z tego faktu i oblicz pola obszaréw ograniczonych przez krzywe (a)
(r+y)? =ay;  (b) 2* +y* =2y

. Sprawdz, czy wyrazenie (a) w = (3z%y* — 62y — 4)dz + (423y> — 322 + 5)dy; (b)
w= (In|zy|+1—sin(x —y))dz+ ( ks sin(x — y)) dy jest rézniczka zupelng funkcji
dwoch zmiennych U na jakim$ obszarze D. Jesli tak, to znajdz funkcje U na D.

. Sprawdz, czy pole wektorowe

1 vV Y.y Y Y
(a) F = 3x2—2xy+3y2(y’_x); (b) F = (1—ﬁcosx,smx—|—xcosx

jest polem potencjalnym w jakims obszarze D. Jesli tak, to wyznacz jego potencjat
na tym zbiorze.

. Znajdz funkcje rézniczkowalne ¢ jednej zmiennej, dla ktorych catka krzywoliniowa
zorientowana [ (2zy¢(y) +vy) dz + (x — 22%p(y)) dy nie zalezy od drogi calkowania.
W jakich obszarach to jest mozliwe?
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Niech f : [0,00) — R bedzie funkcja ciagta. Wykaz, ze ¢ f(2*+y?)(z dz+ydy) =0
dla dowolnej krzywej Jordana C' C R? kawaltkami klasy C*.

Oblicz catke ¢ xjf;fyﬁ”, gdzie C jest elipsa (a) % +y2=1; (b) %2 +(y—2)2=1.
Oblicz mase: (a) okregu L : 2% +y? 42y = 0, jesli gestosé masy w dowolnym punkcie
(x,y) € L jest réwna promieniowi wodzacemu tego punktu; (b) stozkowej linii
srubowej C': z = tcost,y =tsint,z =¢,0 <t < 27, jedli p(x,y, 2) = 2z2—+/x? + y°.

Q2 jest jednospdjnym obszarem ptaskim, C' — dodatnio zorientowang krzywa Jordana
kawatkami klasy C', C' C Q, D jest obszarem ograniczonym przez C' i F' = (P, Q)
jest polem wektorowym klasy C! na obszarze €. Niech T'(s) oznacza wektor jednost-
kowy styczny do C' w punkcie C(s) (tam gdzie istnieje), a N(s) normalng zewnetrz-
na, tzn. wektor jednostkowy prostopadly do T'(s) i skierowany na zewnatrz obszaru
D. Wéwezas T(s) = (2/(s),y'(s)) = (cosa(s),sina(s)), N(s) = (' (s),—2'(s)) =
(sina(s), —cosa(s)), gdzie (z(s),y(s)) jest parametryzacja tukowa krzywej C, a
a(s) = Z(T(s),Ox) jest katem zorientowanym zawartym pomiedzy styczna T'(s)
a osia Ox. Uzasadnij zwiazek pomiedzy catks krzywoliniowa zorientowana i niezo-
rientowana [ Pdr+Qdy = [-(P cosa+ @ sina) ds. Zamien calki niezorientowane
Jo(F,T)ds, [-(F, N)ds na catki zorientowane.

Niech 2, C, D, N i T beda takie, jak w zadaniu 13. Ponadto zakladamy, ze pole
wektorowe F' = (P, Q) i funkcje f, g sa klasy C? na obszarze 2. Uzasadnij, ze

%C<F,N>ds://Ddidexdy, éjDdes:O, %CDNfds://DAfd:cdy;
//D((Vf,Vg>+gAf)dxdy:j{CgDNde;
//D(gAf — fAg)drdy = ]{C(QDNf — fDng) ds.

Ostatnie dwa wzory nazywane sg wzorami Greena.

Funkcje f nazywamy harmoniczng na obszarze €2, jesli spetnia na nim réwnanie
Laplace’a Af = 0. Podaj przyktady funkcji harmonicznych (wsk.: sprawdz, ze jesli h
jest holomorficzna, to f(z,y) = Re h(z+iy) jest harmoniczna). Wykaz, ze rownanie
Af = 0 ma charakter niezmienniczy wzgledem konforemnej zmiany wspotrzednych,
tzn. takiej zmiany wspotrzednych = = ¢(u,v), y = ¥(u,v), dla ktoérej funkcje ¢, ¥

sa klasy C? i spelniaja warunki g—i = g—f, g—f = —g—:f, (%‘5)2 + (%‘5)2 > 0.

Q) jest jednosp6jnym obszarem plaskim, f :  — R — funkcja klasy C?. Wykaz, ze
f jest harmoniczna wtedy i tylko wtedy, gdy §- Dnfds = 0 dla dowolnej krzywej
Jordana C' C Q kawatkami klasy C!.

f jest funkcja harmoniczna na obszarze jednospdjnym 2 i (xg,y) € Q. Udowodnij,
ze jeSli Og jest dowolnym okregiem o srodku w punkcie (zg,yo) i promieniu R
zawartym w obszarze €0, to f(zo,yo) = ﬁfOR f(z,y) ds. Wskazdéwka: skorzystaj

m.in. z zadania 14 dla g(x,y) = In \/(x —20)%2+ (y — v0)%

Sformutuj zasade maksimum dla funkcji harmonicznych (przez analogie do znanej
zasady maksimum dla funkcji holomorficznych), a nastepnie ja udowodnij.



