ANALIZA MATEMATYCZNA 3, WPPT (MATEMATYKA)
Catki powierzchniowe

. Wiadomo, ze sfera S : 22 + 4% 4+ 22 = 1 nie jest prostym platem powierzchniowym.
Wykaz, ze gérna potsfera ST : 22 +y? +22 = 1,2 > 0 jest platem powierzchnowym,
podobnie dolna poétsfera. Wsk. Mozna uzy¢ parametryzacji wykorzystujacej tzw.
rzut stereograficzny (z bieguna potudniowego sfery prowadzi sie proste przecinajace
ptaszczyzne Ozxy. . .).

. Okredl typ powierzchni S (prosty ptat powierzchniowy, ptat powierzchniowy), jesli
jest ona obrazem podanego odwzorowania:

(a) 7(p,¥) = (acospcosy,bsinpcos,csiny), (p,1) € [0,27] x [=F, 7], a, b,
¢ = const. > 0 (elipsoida);

(b) r(p,2) = (f(2)cosy, f(2)sinp, 2), (¢,2) € [0,27] x [a,b], f jest funkcja do-
datnig i klasy C"! na przedziale [a,b] (powierzchnia obrotowa);

(c) r(u,v) = ((a + bcosv) cosu, (a + bcosv) sinu, bsinv), (u,v) € [0,27] x [0, 27],
a, b= const., 0 < b < a (torus).

. Znajdz pole wektoréw jednostkowych wzdtuz (a) powierzchni S : —2x2 —y*+2% =1,
x> 0; (b) powierzchni z zadania 2(b) i 2(c).

. Wyznacz plaszczyzng styczna i prosta normalna do (a) powierzchni S : y = 2% — 22
w punktach, w ktorych ptaszczyzna ta jest rownolegta do ptaszczyzny vy + z = 0;
(b) powierzchni obrotowej z zadania 2(b) dla f(z) = €71, w punktach, w ktérych
plaszczyzna ta jest prostopadta do prostej okreslonej warunkami y =0, x + z = 0.

. Wyznacz element powierzchni i oblicz pole (a) powierzchni S : 22 +y?> + 2 —2 =10,
z > 1; (b) powierzchni z zadania 2(b) i 2(c).

. Zatozmy, ze C jest krzywa plaska, C(t) = (x(t),y(t)) (o < t < ) jej parametry-
zacja kawatkami gtadks i f jest dodatnig funkcjg klasy C! na pewnym otoczeniu
zawierajacym krzywa C. Tworzymy powierzchnie

Sr(tu) = (x(t), y(t), uf(2(t),y(1)), a<t<f, 0<u<l

Wykaz, ze powierzchnia S ma pole réwne catce krzywoliniowej niezorientowanej
Jo f(x,y)ds.
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. Oblicz wspétrzedne érodka ciezko$ci powierzchni catkowitej walca S : 2% + y? = r?,
0 <z < h,r, h = const. > 0, jesli gestos¢ powierzchniowa masy jest postaci
p(z,y,2) = z. Wykonaj to samo dla czedci stozka z? + y* = R?2?/H? odcigtej
plaszczyzng z = H, gdzie R, H = const. > 0, p = 1.

. Wyznacz moment bezwtadnosci wzgledem osi Oz masy jednorodnej o gestosci p = 1
roztozonej na powierzchni S : (z — 1)2 = 22 + %, 1 < 2z < 3. Wykonaj to samo
dla fragmentu sfery z? + ¢ + 22 = R? wycietego plaszczyzng z = H, gdzie R,
H = const. > 0.

. Oblicz catke [[qxdydz 4+ ydzdr 4+ zdx dy, gdzie S : z = 2y, 0 < z,y < 1, gbrna
strona powierzchni S jest dodatnia.



10. C(t) = (cost,sint,sint), 0 < t < 2m, jest parametryzacja krzywej C. Wyznacz caltke
Jozdx+2xdy+y*dz (a) bezposrednim rachunkiem; (b) korzystajac z twierdze-
nia Stokesa.

11. Niech a bedzie polem wektorowym klasy C! na pewnym obszarze Q0 C R3. Poten-
cjalem wektorowym pola a nazywamy kazde pole wektorowe b takie, ze rotb = a.
Méwimy wowcezas, ze pole a ma potencjal wektorowy. Udowodnij, ze: (1) jesli pole
a ma potencjal wektorowy, to diva = 0; (2) na odwrét, jesli diva = 0, to dowolny
punkt (zg, yo, 20) € 2 posiada otoczenie, na ktérym pole a ma potencjal wektorowy,
przy czym jest on zadany wzorem

b= (O,/xag(x,y,z)dx,—/xag(x,y,z)dx—i—/y

al(‘r07 Y, Z) dy> + Vf,
0 Zo Yo
gdzie a = (a1, as,a3) i f jest dowolng funkcja skalarng klasy C2.

12. Sprawdz, czy pole (a) a = (xz,—yz,y); (b) a = (2|z|,|y|, |z|) posiada potencjal
wektorowy i ewentualnie znajdz ten potencjal. Na jakich obszarach jest to mozliwe?

13. Niech D bedzie obszarem spetniajacym zatozenia twierdzenia Gaussa—Ostrogradzkiego,
S jego brzegiem zorientowanym zewnetrznie i f, g funkcjami klasy C? na D. Udo-
wodnij wzory catkowe

@ [[[((91.V9) +gaf)dvdydz = [[ gD, fas:
) [[] (9ar = sag)dvdydz = [[ (9D.f = fDug) ds;

(c) //DAfd:cdydz://SandS.

14. Sformutuj i udowodnij odpowiedniki w R? stwierdzen zawartych w zadaniach 16,17
i 18 z poprzedniej listy zadan.

Ponadto: Zadania ze skryptu ogélnouczelnianego dotyczace catek powierzchniowych oraz
twierdzen Gaussa—Ostrogradzkiego i Stokesa.



