ANALIZA MATEMATYCZNA 3, WPPT (MATEMATYKA)

Kolokwium 1
3 grudnia 2004
Grupa &

1. Sprawdz, czy istnieje granica
ysin® x
im ——
(@)—(0,0) 22 + y?
i jesli tak, to ja oblicz.
2. ZnajdZ minima i maksima lokalne funkcji f(z,y) = 2 + 223y — 2% — 3y°.

3. Funkcja h : R? — R klasy C? spelnia réwnanie Laplace’a: Ah(w) = 0 dla kazdego w € R2.
Sprawdz, ze réwnanie Laplace’a spelnia réwniez funkcja f : R? — R okreélona wzorem
f(z,y) = h(3x + y, —x + 3y). W razie klopotéw rozwiaz zadanie dla h(z,y) = e” cosy (za
potowe punktéw).

4. Znajdz macierz Jacobiego odwzorowania
f(x,y,2) = (2% cosy, v + 2z, sin(y?))
w punkcie (2,7,0). Czy w pewnym otoczeniu tego punktu funkcja f jest odwracalna?

5. Funkcja f = f(x,y) jest rézniczkowalna w otoczeniu pewnego punktu a € R? i spehnia:

0 0
aJJ;(a) = a:];(a) oraz  D(_19)f(a) = 3.

(D(-1,2)f(a) oznacza tu pochodng kierunkows funkcji f w punkcie a wzdtuz wektora (—1,2)).
Oblicz V f(a).

6. Napisz wzor Taylora funkeji f(z,y) = eV®"* w otoczeniu punktu (%, 0) z reszta Ry. Napisz tez
postac tej reszty, ale juz bez obliczania odpowiednich pochodnych. Przypomnienie: w reszcie
Ry wystepuja pochodne trzeciego rzedu.

7. (Bonus) Niech f(z,y) = (z — y*)(2z — v?).

(a) Narysuj poziomice funkcji f odpowiadajaca poziomowi 0. Zaznacz zbiér, na ktérym f
przyjmuje wartosci ujemne (dodatnie).

(b) Czy f ma ekstremum lokalne w punkcie (0,0)?

(¢) Czy f ma ekstremum warunkowe w punkcie (0,0) pod warunkiem Az 4+ By = 0, gdzie
(A, B) # (0,0) dowolnie ustalone?

Odpowiedzi krétko uzasadnij.

Punktacja: za zadania 1-6 mozna otrzyma¢ w sumie 100 punktow, za zadanie 7 — 11 punktow.
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1. Funkcja f = f(x,y) jest rézniczkowalna w otoczeniu pewnego punktu a € R? i spelnia:

af

e (a) =1 oraz D) f(a) = —4.

(D(2,3)f(a) oznacza tu pochodng kierunkows funkcji f w punkcie a wzdtuz wektora (2, 3)).
Oblicz g—i(a).
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2. Znajdz najmniejsze i najwicksze wartosci funkeji f(z,y) = 32° — 2%y + 2y® — x na zbiorze

2] <3,0<y <2

3. Funkcja f : R? — R klasy C? spelnia réwnanie Laplace’a: Af(w) = 0 dla kazdego w € R®.
Sprawdz, ze réwnanie Laplace’a spetnia réowniez funkcja h : R? — R okres$lona wzorem
h(z,y) = f(x — 2y,2x + y). W razie klopotéw rozwiaz zadanie dla f(z,y) = eYsinz (za
potowe punktéw).

4. 7Zmajdz macierz Jacobiego odwzorowania

1
flz,y,2) = (¥, ——,x + 2y + 32)
sin

T

7.1,0). Czy w pewnym otoczeniu tego punktu funkcja f jest odwracalna?

w punkcie (

5. Sprawdz, czy istnieje granica
(z —y)*
(29)—(0,0) 2t 4 y4

i jesli tak, to ja oblicz.

6. Napisz wzor Taylora funkcji

f(z,y,2) = cos <I6Z>

Y

w otoczeniu punktu (7,1,0) z reszta R;. Napisz tez postac tej reszty, ale juz bez oblicza-

nia odpowiednich pochodnych. Przypomnienie: w reszcie R; wystepuja pochodne drugiego
rzedu.

7. (Bonus) Niech f(z,y) = (y + 2?)(2y + 2?).

(a) Narysuj poziomice funkcji f odpowiadajaca poziomowi 0. Zaznacz zbiér, na ktérym f
przyjmuje wartosci ujemne (dodatnie).

(b) Czy f ma ekstremum lokalne w punkcie (0,0)?

(¢) Czy f ma ekstremum warunkowe w punkcie (0,0) pod warunkiem Az + By = 0, gdzie
(A, B) # (0,0) dowolnie ustalone?

Odpowiedzi krétko uzasadnij.

Punktacja: za zadania 1-6 mozna otrzymac¢ w sumie 100 punktow, a za zadanie 7— 11 punktow.



