Algebra z Geometrig Analityczna
Algebra Liniowa 1

Lista zdan obejmuje caly material kursu oraz okresla przyblizony stopien trudnosci zadan, ktére
pojawia sie na kolokwiach i egzaminach. Zadania oznaczone gwiazdka (*) sa nieobowiazkowe. Kieru-
jemy je do ambitnych studentow.

Zachecamy studentéw do weryfikowania obliczen posrednich w rozwigzywanych zadaniach za po-
mocg programoéw komputerowych. W Internecie mozna znalezé wiele programéw do obliczenn nume-
rycznych i symbolicznych. Programy te mozna wykorzysta¢ m.in. do rysowania wykreséw funkcji,
obliczania granic ciggéw i funkcji, znajdowania pochodnych, wyznaczania catek nieoznaczonych i ozna-
czonych, rozwiazywania uktadéw réwnan algebraicznych i rézniczkowych, badan statystycznych itp.
Polecamy strone internetowa Wolfram Alpha. Warto korzysta¢ z darmowych programéw: Maxima,
Microsoft Mathematics, Octave, R, Sage, Scilab, a takze programéw platnych: Derive, Mathematica,
Matlab, Maple, Scientific WorkPlace. Wiele popularnych kalkulatoréw naukowych jest zaprogramo-
wanych do wykonywania obliczen numerycznych i symbolicznych oraz do prezentowania wykreséw
funkcji.

Uzdolnionych studentéw zachecamy do przygotowania sie w czasie semestru i nastepnie udziatu w
egzaminach na ocene celujaca z algebry i analizy. Zadania z tych egzaminéw z ubiegtych lat mozna
znalez¢ na stronie internetowej

http://www.im.pwr.wroc.pl/kursy-ogolnouczelniane /oceny-celujace.html

Przed kolokwiami i egzaminami zaje¢ warto zapoznaé sie z zestawieniem typowych bledéw popel-
nianych przez studentéw na sprawdzianach z matematyki.

http://prac.im.pwr.wroc.pl/ “skoczylas/typowe_bledy_studentow.pdf
Opracowanie: dr Marian Gewert, doc. dr Zbigniew Skoczylas
Lista zadan

1. Podaé przyktady liczb, dla ktorych nie zachodzg podane réwnosci:

1 1 1
(a)(x+y)2:g;2+y2; (b) Vo +y=vVz+/y; (C)§+§:x+y;
Y v y+v
Ina

(h) [z +y) = 2|+ |yl; =1In(a—b); (j) a"-a™ =a""™.

(i) nb
2. Za pomoca indukcji matematycznej uzasadni¢, ze dla kazdej liczby naturalnej n zachodza tozsa-
modci:

1 1 1 n
1 o+ (2n—1) =n?% b) — 4+ —+... - :
@13t =) = P stagt Tar D att
1 1)72
() 143+...43" 1 =2(3"=1); (d) 13—1—?—1—...—!—7&”:{%] :

3. Korzystajac z indukcji matematycznej uzasadnié¢ nieréwnosci:

1 1 1 1
2 ) :
(a) 2" > n” dlan > b5; (b) 12—1—22—1—...4—712<2—;dlan€N7
(c) n! >2" dlan > 4; (d) (14+x)" >1+nz dlaz> —1oraz n € N (nier6wnos¢ Bernoulliego);

(e) n! < <g) dla n > 6.



4. Metoda indukcji matematycznej pokazaé, ze dla kazdej liczby naturalnej n liczba:

(a) n° — n jest podzielna przez 5; (b) 8" +6 jest podzielna przez 7.

5*. Uzasadnié, ze n prostych moze podzieli¢ plaszczyzne na maksymalnie + 1 obszaréw. Na

n(n+1)
2

ile najwiecej obszaréw plaszczyzne mozna podzieli¢ n okregami?
6. Zastosowaé wzér dwumianowy Newtona do wyrazen:

6 1)° 8
(a) 2z +1)*  (b) (c— \/5) ;o (o) (a:—kﬁ) ;o (d) (Vu— V).

7*. Korzystajac ze wzoru dwumianowego Newtona obliczy¢ sumy:

" (n " (n " (n i
@3 (1) w3 () @3 (3) e
k=0 k=0 k=0
15
8. (a) W rozwinieciu wyrazenia <a3 + ;) znalez¢é wspotezynnik przy ad.

N . (3N o :
(b) W rozwinieciu wyrazenia < Vb — —3) znalezé wspolezynnik przy /z.
x

9. Poréwnujac czesci rzeczywiste i urojone obu stron réwnan znalezé ich rozwiazania:
(a)Z=(2—i)z; (b)22+4=0; (c) (1+3i)z+(2-5)z2=2i—3; (d*) 2*=1.

10. Na ptaszczyznie zespolonej narysowaé zbiory liczb zespolonych spelniajacych podane warunki:

(a) Re(z+1) =Im (22 —4i); (b) Re (22) =0; (c)Im (22) <8; (d)Re (%) > Im (iz).

11*. Korzystajac z interpretacji geometrycznej modutu réznicy liczb zespolonych wyznaczy¢ i nary-
sowad zbiory liczb zespolonych spelniajacych podane warunki:

(a) |24+ 2 —3i| < 4; (b) |z + 5i] > |3 — 44|, () |z—1]=|1+5i—z|;
(d) |z 431 < |z—1—4i|; (e)|iz+5—2i| <|1+i]; (f)]|z+2-3i <5;

— 3 2 4
() | =2 > 1; m |2 <1 (i) |22 +2iz - 1] <.

z z— 2

12. Na ptaszczyznie zespolonej narysowaé zbiory liczb zespolonych spetniajacych podane warunki:

(a) arg (z) = m; (b) % <arg(z—1) < %; (c) g < arg (iz) < m;
(d) arg (—=z) = %; (e) 0 < arg(z) < 2%; (f) ?%T < arg (%) < 3;

13. Korzystajac ze wzoru de Moivre’a obliczy¢:

(@) (1—)":  (b) (%—l—i?)s; © (20 -vi2)'s (@) (-¥2-i92)".

14. Wyznaczy¢ i narysowac¢ na plaszczyznie zespolonej elementy pierwiastkow:
(a) V=16; (b) V=8i; (c) V=2—-2i; (d) V1.

15. W zbiorze liczb zespolonych rozwiazaé¢ podane rownania:

(a) 2% — 22 4 10 = 0; (b) 22 +3iz4+4=0; (c)2'+5224+4=0;
(d) 224+ (1=3))z—2—i=0; (e)25=01-02; () (z-i)=(=+1".




16. Znalez¢ wszystkie pierwiastki catkowite wielomiandw:
(a) 2° + 322 —4; (b) ' —22% + 2% — 82 —12; (c) ' — 2% —2.

17. Znalez¢ wszystkie pierwiastki wymierne wielomianéw:
(a) 62° — 52 — 20+ 1; (b) 323 — 222 + 32— 2; (c) 627 + 72 + 2.

18. Wyznaczy¢ pierwiastki rzeczywiste lub zespolone wraz z krotno$ciami wielomianéw:
3 2 5 2 2 3 2 4
() (z—1)(z+2)°; (b) 22 +6)>(1—42)°; (c) (z _1) (z +1) (z +9)

19. Nie wykonujac dzielen wyznaczy¢ reszty z dzielenia wielomianu P przez wielomian @, jezeli:
(a) P(z) =a® +32° + 22 +4, Q(x) =2%—1;
(b) P(z) = 2007+3:13+2008 Q(z) =2 +1;
(c) P(z) =2% —22% + 4%, Q(2) = 2" — 16;
(d ) (1’) 2006 1002 - 17 Q(l’) — 1’4 + 1;
(

) P(z) =™ £ 2" L0 —1,Q (2) = ($2+1)2

20. Pokazaé, ze jezeli liczba zespolona z; jest pierwiastkiem wielomianu rzeczywistego P, to liczba
71 takze jest pierwiastkiem wielomianu P. Korzystajac z tego faktu znalezé pozostale pierwiastki
zespolone wielomianu P (z) = 2* — 423 + 1202 — 162 + 15 wiedzac, ze jednym z nich jest 1 = 1 4 2i.

21. Podane wielomiany roztozy¢ na nierozktadalne czynniki rzeczywiste:
(a) 2 —27;  (b) 2?4+ 16; (c) 2 + 22+ 4; (d*) 2® + 1.

22. Podane funkcje wymierne roztozy¢ na rzeczywiste utamki proste:

2045 z+9 3z +4x+3 a3 — 222 —Tx+6

(2) 2 —x—2’ (b)x(x+3)2; (c) 23 — a2 +4x — 4’ (d) 24+ 102249

23. Niech a = (1,—1,-2,3), b = (5,4,2,0) beda wektorami z przestrzeni liniowej R*. Wyznaczyé
wektory x oraz vy, jezeli:
T — y=a,

(a) x=2a—-b; (b)a—xz=b+2x; (c) {3w+2y: b

24. Obliczy¢:
(a) Odlegtosé punktow A = (1,2,3,0,0), B = (0,1,2,3,4) w przestrzeni R;
(b) Obliczy¢ kat miedzy wektorami @ = (—1,0,2,2), b = (0, —2,1,—2) w przestrzeni R*.

25. Dla jakich wartos$ci parametru p, wektory a = (p,1,p,1),b = (p,p,—1,—9) sa prostopadle w
przestrzeni R%.

26*. Jaki zbiér w przestrzeni R* tworza konhce wersoréw, ktére sa prostopadle do wektoréw: a =
(17 17 07 0)7 b = (07 07 17 1)?

27. Trojkat jest rozpiety na wektorach a, b. Wyrazi¢ srodkowe tréjkata przez wektory a, b.

28*. Za pomoca rachunku wektorowego pokazaé, ze $rodki bokéw dowolnego czworokata sa wierz-
chotkami réwnolegtoboku.

29. Réwnoleglobok jest rozpiety na wektorach a = (—3,4), b = (1,2). Wyznaczy¢ kat ostry miedzy
przekatnymi réwnolegtoboku.



30. Dhugosci wektoréow a, b wynosza odpowiednio 3,5. Znamy iloczyn skalarny a o b = —2. Obliczy¢
(a—b)o(2a+3b).

31. Wyznaczy¢ réwnanie prostej, ktéra przechodzi przez punkt P = (—1,3) i tworzy kat 120° z
dodatnia czescia osi Oz.

32. Napisa¢ wszystkie postacie réwnania prostej (normalne, kierunkowe, parametryczne) przechodza-
cej przez punkty P, = (2,3), P, = (=3,7).

33. Znalez¢ punkty przeciecia prostej

x =4 -2t .
l: gdzie t € R,
y:_6+t7

z osiami uktadu wspotrzednych. Czy punkt P = (4,7) nalezy do prostej [?

34. Znalez¢ punkt przeciecia prostych:

;U:l—t, . $:2t7 .
k gdziet e R, [: gdzie t € R.
y=3+t, y=3—t,

35. Znalez¢é réwnanie prostej, ktora przechodzi przez punkt P = (—1,2) i jest

(a) réwnolegla do prostej 3z —y +2 = 0; (b) prostopadla do prostej = +y = 0.
36. Dla jakiej wartosci parametru m, odleglo$é punktéw P = (1,0) i Q@ = (m + 3, —2) jest réwna 47
37. Wyznaczy¢ odleglo$é punktu Py = (—4,1) od prostej [ o réwnaniu 3z + 4y + 12 = 0.

38. Znalez¢ odlegltosé prostych réwnoleglych 1, lo o réwnaniach odpowiednio x — 2y = 0, —3x 4 6y —
15 =0.

39. Obliczy¢ wysoko$é trojkata o wierzchotkach A = (0,0), B = (—1,3), C = (2,5) opuszczona z
wierzchotka C.

40%*. Znalez¢ réwnania dwusiecznych katéw wyznaczonych przez proste o réwnaniach 3z + 4y — 2 =
0, 4z -3y +5=0.

41. (a) Dla jakich wartosci parametréw p, ¢ wektory a = (1 —p,3,—1), b = (—2,4 — ¢,2) sa réwno-
legle?
(b) Dla jakich wartosci parametru s wektory p = (s,2,1 — s), ¢ = (s,1, —2) sa prostopadte?

42. Znalezé wersor, ktéry jest prostopadly do wektoréwu = (—1,3,0), v = (0,1,1).
43. Wyznaczy¢ cosinus kata miedzy wektorami p = (0,3,4), ¢ = (2,1,-2).

44. (a) Obliczy¢ pole réwnolegloboku rozpietego na wektorach uw = (—1,2,5), v = (0, 3,2) .
(b) Obliczy¢ pole tréjkata o wierzchotkach A = (0,0,1), B = (3,0,0), C = (0,—5,0).
(c) Obliczy¢ wysokosé tréjkata

45. (a) Obliczy¢ objetosé réwnolegloscianu rozpietego na wektorach: a = (1,2,3), b = (0,4,1), ¢ =
(=1,0,2).

(b) Obhczyc objeto$é czworoscianu o wierzchotkach: A = (1,1,1), B = (1,2,3), C = (0,4,1), D =
(2,2,2).

(

)
c) Obhczyc wysoko$é czworo$cianu.



46. Znalez¢ réwnania normalne i parametryczne plaszczyzny:
(a) przechodzacej przez punkty P = (1,—1,0), @ = (2,3,7), R=(4,0,1);
(b) przechodzacej przez punkt A = (—2,5,4) oraz przez o§ Oz;
(c) przechodzacej przez punkt A = (—2,5,4) oraz prostopadlej do osi Oy.

47. (a) Plaszczyzne 7 : 2x +y — z — 7 = 0 zapisa¢ w postaci parametrycznej.
T = s+ t,

(b) Plaszczyzne m: { y=—2 — 2t, przeksztalcié¢ do postaci normalne;j.
z= 3+3s—t

48. Znalez¢ rownanie parametryczne i krawedziowe prostej:
(a) przechodzacej przez punkty A = (—3,4,1), B = (0,2,1);
(b) przechodzacej przez punkt P = (3, —1,2) i przecinajacej prostopadle o$ Oy.
r+y  —=3=0 : :
49. (a) Prosta [ : zapisa¢ w postaci parametryczne;j.
—y+z—-1=0
(b) Prosta l: x =3, y=2—2t, z=t, gdzie t € R zapisa¢ w postaci krawedziowej.

50. Wyznaczy¢ punkt przeciecia:

(a) prostej l : x =t, y=1—2t, z = —3 + 2t oraz plaszczyzny 7 :3x —y — 2z — 5 = 0;
(b) plaszczyzn m :x +2y —2—5=0, my:x+2y+2=0, m3:x+y+2z=0;

(c) prostych ly :x=1—¢t, y=1, 2=-3+2t, ls:x=3s, y=3—2s, 2=2—5s.

51. Obliczy¢ odlegtosé:

(a) punktu P = (0,1, —2) od plaszczyzny 7 : 3z — 4y + 122 — 1 = 0;

(b) plaszczyzn réwnolegtych m : @ — 2y + 22 —3 =0, my: —2x + 4y — 4z 4 18 = 0;
(¢) punktu P = (2,—5,1) od prostej l:x=t, y=1—2t, 2= -3+ 2t;

r+y+z-3 =0 l'{x+y+z—3:O.
2

(d) prostychrownoleglychllz{x_2y_z_1:0, -zt A0

(e) prostych skosnych l; :x=1—¢t, y=1, 2=-3+2t, ls:x=s, y=3—2s, z=1—5s.

52. Wyznaczy¢ rzut prostopadly punktu P = (1, —2,0) na:
(a) plaszczyzne m:x +y+ 3z — 5 =0;
(b) prostal:x=1—t, y=2t, z=3t.

53. Obliczy¢ kat miedzy:
(a) plaszezyznami 7 :x —y+32=0, 79 : —2x+y — 2+ 5 =0;
(b) prosta [ : { rty+z=3 =0

2 z—1=0 i ptaszczyzng 7z +y = 0;
(c) prostymi ly :x=—t, y=1+2t, z2=-3, lp:x=0, y=—-2s, 2=2+s.

54. We wskazanej przestrzeni zbadaé liniows niezaleznosé uktadéw wektorow:
(a) R3, a1 = (2,3,0), az = (—1,0,—1), az = (0,1,4) ;

(b) R3, by = (1,2,3), by = (3,2,1), bg = (1,1,1);

(c) R4, ¢ =(1,0,0,0), ¢ =(—1,1,0,0), e3 = (1,—1,1,0), ¢4 = (—1,1,—1,1);
(d) R5, dy =(1,2,3,4,5), ds = (5,4,3,2,1), ds = (1,0,1,0,1) .



55. (a) Pokazaé, ze jezeli wektory a, b, ¢ sa liniowo niezalezne w przestrzeni liniowej R", to wektory
2a, a + b, b — bc takze sg liniowo niezalezne. Czy wektory a — b, b — ¢, ¢ — a s3 liniowo niezalezne?
(b) Wektory u, v, w sa liniowo zalezne w przestrzeni liniowej R". Czy wektory u — v, u, w — v takze
sg liniowo zalezne?

(c) Wektory a, a + b, a + b+ ¢ sa liniowo niezalezne w przestrzeni liniowej R™. Pokazaé, ze wektory
a, b, c sa takze liniowo niezalezne.

56. Zbadaé, czy podane uklady wektoréw sa bazami wskazanych przestrzeni liniowych:
(a) {(1,2,0),(-1,0,3),(0,—2,—3)}, R3;

(b) {(1,0,0,0),(1,1,0,0),(1,1,1,0),(1,1,1,1)}, R%;

(c) {(1,-1,0,2),(1,0,3,0),(0,1,3,0),(0,0,0,1)}, R%

57. Podane uklady wektoréw uzupelni¢ do baz wskazanych przestrzeni:
(a) {(1,2,0),(2,0,1)}, R?

(b) {(1,2,3,4),(1,0,0,1),(0,1,0,0)}, R%;

(c) {(0,1,0,2),(4,1,1,3)}, R%

58. Pokazaé, ze jezeli wektory by, by, bs, by tworza baze przestrzeni R?*, to wektory
uy = by + by, ug =by + bz, uz =by + by, ug =b3z+ by

takze tworzg baze tej przestrzeni.

59. Znalez¢ bazy i wymiary podprzestrzeni:

(a) A={(z,y,2) eR®: 32+ 2y —2=0};

(b) B={(z,y,2,t) eR* 1 2 =2y = —t};

(c) C ={(u,v,2,y,2) ER° :u+v=0, x4+y+z=0}.

60. Wyznaczy¢ wspolrzedne wektoréw we wskazanych bazach:
(a) b= (1,2,3), B={(1,1,1),(2,2,0),(3,0,0)} C R%;
(b) ¢ = (1,0,2,0), B={(1,0,1,0),(0,1,0,1),(—1,0,1,0),(1,2,3,4)} c R*.

61. Zbadaé, czy podane przeksztalcenia sa liniowe:
(a) F:R2—R, F(x129) =21 — 3w2;

(b) F:R3—R3, F(x,y,2) = (—2,5z +y,y — 22);
(¢c) F:R—RY F(z)=(0,2%0,-3x);

(d) F:R*—R?, F (1,29, 73,74) = (1122, 73T4).

62. Znalez¢ macierze przeksztatcen liniowych F : R"™ — R™ we wskazanych bazach B’ oraz B”
odpowiednio przestrzeni R™ oraz R™:

(a) F(z,y) = (z,y,2 —y), B ={(1,0), (1, 1)}, B" = {(1,0,0),(0,-1,0), (=1,1,=1)};

(b) F (z,y) = (y,0,2,0), B ={(1,-1),(0,2)}, B” ={(1,0,0,0),(1,1,0,0),(1,1,1,0),(1,1,1,1) } ;
(¢) F(z,y,2) =x+y— 3z, B'={(1,0,2),(0,—1,1),(0,0,1) }, B” — standardowa;

(d) F(z,y,2,t) =(x+y+2z+t,y—t z—x), B’ — standardowa, B” — standardowa.

63. (a) Uzasadnié, ze obrét na plaszezyznie R? wok6t poczatku uktadu wspétrzednych o kat ¢ jest
przeksztatceniem liniowym. Znalez¢é macierz tego obrotu w bazach standardowych.

(b) Pokazaé, ze symetria wzledem osi Oz w przestrzeni R3 jest przeksztalceniem liniowym. Znalezé
macierz tej symetrii w bazach standardowych.




1
64. Dla par macierzy A, B wykonaé (jesli to jest mozliwe) dzialania 3A — §B, AT AB, BA, A?:

14 0 —6
() A= 0], B_[_S 2], (b)A_[l -3 2}, B_[z —4 o],
(1) 1 0 -1 -2 0
() A=, CB=[-2105]; (@A=| 21 —4|, B=| 41
-3 0 2 0 3
| 0
10 4 3
65. Rozwiazaé¢ réwnanie macierzowe 3 -3 3| -X|=X+ 0 6
2 5 -1 2
+2 y+3 3 6]
66. Znalez¢ niewiadome z, y, z spelniajace réwnanie 2 x3 yO = [ y z] .

67. Podaé¢ przyklady macierzy kwadratowych A, B, ktére spelniaja podane warunki:
(a) AB# BA; (b) AB=0,ale A#0, B#0; (c) A2=0,ale A#0.

68*. Uzasadnié, ze iloczyn:
(a) macierzy diagonalnych tego samego stopnia jest macierza diagonalna;

(b) iloczyn macierzy tréjkatnych dolnych tego samego stopnia jest macierza tréjkatna dolna.

69*. Pokazaé, ze kazda macierz kwadratowg mozna przedstawié¢ jednoznacznie jako sume macierzy
symetrycznej (AT = A) i antysymetrycznej (AT = —A). Napisac to przedstawienie dla macierzy

01 4 -2

-3 5 2 8

B = 2 4 -3 -4
6 0 0 1

70. Napisa¢ rozwiniecia Laplace’a wyznacznikéw wedlug wskazanych kolumn lub wierszy (nie obliczaé
wyznacznikéw w otrzymanych rozwinieciach):

L4 3 212 o
(a) | =3 1 0 | — trzecia kolumna; (b) 541 61 czwarty wiersz.
25 —2 2 0 0 -3
71. Obliczy¢ wyznaczniki:
2 00 0
1 -1 2
-9 5 3 -3 5 7
5 0 2 =2

72. Korzystajac z wlasnosci wyznacznikéw uzasadnié, ze podane macierze sg osobliwe:

2 4 —4 1 23 ;gg:g

() | -1 =2 2 1|; (b)| 4 4 41|; (¢
3 5 —6 3 21 o 74—
330 -3



a b 0 a b
73. (a) Wiadomo, ze det | ¢ d 0 | = —24. Obliczy¢ det [ c d ] .
5 —2 3
3 00 O
. ) 1 vy 0] N Ty
(b) Wiadomo, ze det Y 18. Obliczy¢ det A ] )
7T —4 5 -2

74. Jakie sg mozliwe wartosci wyznacznika macierzy kwadratowej A stopnia n spelniajacej podane
warunki:

(a) A =4Adlan=3,4; (b) AT =—-A2dlan =347
75. Obliczy¢ det (24), jezeli det (34) = 54 i det (4A4) = 128.

76*. Obliczy¢ wyznaczniki macierzy:

1 2 3 45 2 -1 0 0 0 5 3 0 0
2 2 3 4 5 0 2 —1 0 0 2 5 3 0
(a) | 3 3 3 4 5]; (b 0 0 2 -1 01; (|0 25 0
4 4 4 45 0 0 0 2 —1 Do 3
5 5 5 5 b -1 0 0 0 2 _000 5_nxn

77. Korzystajac z twierdzenia o postaci macierzy odwrotnej wyznaczy¢ macierze odwrotne do:

0100

1 0 O
2 5 2000
0 0 40

78. Korzystajac z metody dotaczonej macierzy jednostkowej znalez¢é macierze odwrotne do:

1 2 e 111 (1) _(1) 8
(a) A= ;i (b)A=|0 -2 0; (c) A=
-3 -1 0 9 6 0 -2 1 3
0 0 01
4 0 0
79. Wiadomo, ze (24)" "= | —=8 —2 0 |. Wyznaczy¢ A.
10 12 —6
80. Wiadomo, ze det (A) = 4 oraz det (B) = —3. Obliczy¢:
(a) det [A- (6B)']; (b) det [A~1. B%. A?].
81. Znalez¢ rozwiazania réwnan macierzowych:
12 0 -3
I P O ] FE R B
2 6 -1 4
[ -3 0 4] -
-5 1 2 2 1 -3 2 2 8
(c) X - 111 :[ ]; (d) ]X[ _]:l ];
203 12 3 ER 5 -3 05
(20 3]
B ' 1 -1] .. [56] [27
(e) X - _;11 =[-21 3] (f)l_1 2]){ l451_[14].




82. Korzystajac ze wzoréw Cramera wyznaczy¢ wskazana niewiadoma z uktadéw réwnan liniowych:

2 — =0 T +y+2z=-1
(2) {3:p + Qy _ 5 niewiadoma y; (b) § 22 — y + 2z = —4 — niewiadoma z;
' dr +y + 4z = =2

2¢ + 3y + 11z + 5t = 2
© T+ y 4+ bz + 2 =

2c + y + 32 + 2t = -3

T+ y + 3z +4t = -3

— niewiadoma z.

83. Metoda eliminacji Gaussa rozwigza¢ podane ukiady réwnan:
3r —2y —bz+t = 3
2c — 3y + z + 5t = -3

T + 2y — 4t =-3°

r — y — 4z + 9t = 22

r +y+2z=-1
(a) ¢ 22 —y + 2z =—4; (b)
doe +y + 4z = =2

84. (a) Znalez¢ trojmian kwadratowy, ktéry przechodzi przez punkty (—1,2),(0,—1),(2,4).
(b) Wyznaczy¢ wspétezynniki a, b, ¢ funkeji y = a2® + b3* 4 ¢4”, ktéra w punktach —1,0, 1 przyjmuje
odpowiednio wartosci 7 1,1.

(¢) Funkcja y () = A cos 22+ B sin 2z spelnia réwnanie rézniczkowe y” —6y'+13y = 25 sin 22.Wyznaczy¢
wspoélezynniki A, B.

85. (a) Dla jakich wartosci parametru m, podany uktad jednorodny ma niezerowe rozwiazanie

mz +y+ 22 =0
2c —y+ mz=07
mz +y+ 4z =0

(b) Dla jakich wartosci parametréw a, b, ¢, d, podany uktad réwnan liniowych jest sprzeczny

T+ y =
z+t=

x + z =
Y +t=

QL O

(c) Znalezé wszystkie wartosci parametru p, dla ktérych podany uklad réwnan liniowych ma tylko
jedno rozwiazanie

r + 2y —3z= -1

20 —py + z = 3

20 + y —pz =5

1 2 3
2427
r Yy oz
o )3 4 6
86. (a*) Rozwiazaé¢ uklad réwnan p + " + S = 7
1 8 3
_____ — 4
r Yy oz
xy’2d =2
(b*) Znalez¢ dodatnie rozwiazania uktadu réwnan { x2y32* =4 .

2yz =2

87. Wyznaczy¢ rzedy macierzy (wskazaé niezerowy minor najwyzszego stopnia):



88. Korzystajac z interpretacji geometrycznej przeksztatcen liniowych znaleZé ich jadra, obrazy i
rzedy:

(a) L:R?—TR2 obrét o kat o = g wokoét poczatku ukladu;
(b) L : R? — R2?, rzut prostokatny na prosta = + y = 0;

(c) L : R} — R3, symetria wzgledem plaszczyzny y = z;

(d) L : R — R3, obrét wokét osi Oy o k@tg.

89. Wyznaczy¢ jadra, obrazy oraz rzedy przeksztalcen liniowych:

(a) L:R? —TR, F(x1,29) = 71 — 32;

(b) L : R?2 —R2?, F(z,y) = (z +vy,2z + 2y);

() L:R3—R3 F(z,y,2) = (—2,52 +y,y —22); (c) L : R—R* F(z) = (0,2,0,—2).

90. Korzystajac z definicji wyznaczyé¢ wektory i warto$ci wiasne przeksztatcen liniowych:

(a) symetria wzgledem osi Oz w przestrzeni R?;

b) obrét w przestrzeni R? wokét osi Oy o kat %;

(
(c) symetria w przestrzeni R® wzgledem ptaszczyny xOz;
(

d) rzut prostokatny w przestrzeni R® na o§ Oz.

91. Znalezé wartoéci i wektory wlasne przesztalcen liniowych:
(a) L:R?2—R2 F(x,y) = (z+y,22+2y);

(b) L :R3 —R3, F(z,y,2) = (—x,5z +y,y — 22);

() L:R*—R* F(z,y,2,t) = (0,2,0,—x).

92. Napisaé¢ réwnanie okregu, ktérego Srednica jest odcinek o koncach A = (—1,3), B = (5,7) .
93. Wyznaczyé wspotrzedne érodka i promien okregu a2 — 4z 4+ y? + 6y + 2 = 0.

94. Znalez¢ réwnanie okregu opisanego na tréjkacie ABC o wierzchotkach A = (0,0), B = (8,0),
C = (0,6).

95. Znalez¢ réwnanie okregu, ktéry przechodzi przez punkty P = (3,4), @ = (5,2) i ma $rodek na
osi Ozx.

96*. Wyznaczy¢ réwnanie okregu, ktory jest styczny do obu osi uktadu wspotrzednych oraz przechodzi
przez punkt A = (5,8). Ile rozwiazan ma zadanie?

97. Znalezé réwnanie stycznej okregu 2% + 3% = 25:
(a) w punkcie (—3,4); (b) przechodzacej przez punkt (—5,10);
(c) rownolegtej do prostej x —y —4 = 0; (d) prostopadlej do prostej x + 2y = 0.

2 2
x
98. Wyznaczy¢ osie, wspolrzedne ognisk oraz mimosréd elipsy 16 + %

=1.

99. Punkty F} = (—5,0), F» = (5,0) sa ogniskami elipsy. Znalez¢ réwnanie tej elipsy, jezeli widomo,
ze jednym z jej wierzcholkéw jest punkt W = (0, —3)

100. Naszkicowaé elipse o réwnaniu 4a? — 8z + 942 + 36y + 4 = 0.

10



2 2
101. Wyznaczy¢ osie, wspotrzedne ognisk oraz réwnania asymptot hiperboli — — y_ 1

144 25

102. Narysowaé hiperbole wraz z asymptotami:

2 2

=1; 42% — 25> =0.
T 9 ;i (b) 4z 5y +8x =0

103. Wyznaczy¢ wspoélrzedne ogniska, wierzchotka oraz podaé¢ réwnanie kierownicy paraboli o réw-
naniu:

(a) y? =12x; (b) y = 2% + 6.

104. Napisa¢ réwnanie paraboli, ktérej:
(a) kierownica jest prosta y = —2, a punkt W = (—1,6) - wierzcholkiem;
(b) kierownica jest prosta x = 1, a punkt W = (5, 1) - wierzchotkiem.

105. Jakie krzywe przedstawiaja réwnania:
(@) 22—y +4=0; (b) (@—y)’=1; (c)2®+y?=2my?
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