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WPPT, Analiza Matematyczna - Lista 3

Funkcje p1 : X x X - Ripy: X x X — R sa metrykami w X. Czy metrykami w X sg
funkcje:

a) p(xay) = Pl(ﬂva) + P2($7y);
b) h(l‘,y) = Inax{pl(a:,y),pg(x,y)};
C) g(I7y) = min{pl(m,y),pQ(x,y)};

d) d(z,y) = \/p}(2,9) + p3(z,y) -

Funkcja f : R — R ma nastepujace wtasnosci:

(i) £(0) =0,

(ii) f(x) >0dla z #0,

(iii) f(z +y) < f(z) + f(y)-

Czy funkcja p(x,y) = f(z —y) + f(y — x) jest metryka na R?

Kazde dwa punkty A i B lezace na okregu o obwodzie p dziela ten okrag na dwa tuki dtugosci
x ip— z. Czy funkcja p(A, B) = 2(p — x) jest metryka na tym okregu?

Pokazaé, ze kula otwarta K(p,r) = {z € X : p(p,xz) < r}, r > 0, jest zbiorem otwartym
w przestrzeni (X, p). Czy kula domknigta K(p,r) = {z € X : p(p,x) < r} jest zbiorem
domknietym w (X, p)? Czy moze by¢ zbiorem otwartym?

W przestrzeni metrycznej (R?,p), gdzie p jest metryka takséwkowa, narysowaé kule
K((0,1),1) i K((0,1),2).

W przestrzeni metrycznej (R?, 1), gdzie r jest metryka "rzeka”, narysowaé kule K ((—2, —1),1)
i K((—2,-1),3).

Czy zbior jednoelementowy jest zbiorem domknietym w kazdej metryce? Czy w pewnych
metrykach moze by¢ zbiorem otwartym?

Zbior A jest otwarty, a zbiér B jest domkniety w (X, p). Co mozna powiedzie¢ o zbiorach:
A\ B, B\ Ai AnB?

Pokazaé, ze jesli zbiory A i B sa ograniczone w przestrzeni metrycznej (X, p), to zbiér AU B
jest tez ograniczony w tej przestrzeni.

Wykazaé, ze w przestrzeni metrycznej dyskretnej ciag (z,) jest zbiezny wtedy i tylko wtedy,
gdy jest staly od pewnego miejsca.

Pokazaé, ze ciag (P,), gdzie P, = (zn,yn) € R?, jest zbiezny w przestrzeni R? z metryka
euklidesowa (takséwkowa), wtedy i tylko wtedy, gdy oba ciagi (zy,) i (y,) sa zbiezne w R z
metryka d(t,s) = |t —s|, t,s € R.

Ciagi (x,) 1 (yn) sa zbiezne w (X, p). Rozpatrzmy ciag (z,), ktérego kolejnymi wyrazami sa
T1,Y1,T2,Y2,T3,Y3, ...

a) Zapisaé ogélny wyraz tego ciagu;

b) Kiedy (z,) jest zbiezny w (X, p)?



