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36. Pokazać, że lim
n→∞

an = 0 ⇐⇒ lim
n→∞

|an| = 0 ⇐⇒ lim
n→∞

a2n = 0.

37. Dla ciągów (xn) i (yn) mamy lim
n→∞

xnyn = 0. Czy co najmniej jeden z tych ciągów musi być ograniczony?

38. Niech (an) będzie ciągiem spełniającym warunek lim
n→∞

a2n = 1. Czy musi być lim
n→∞

an = 1? Czy musi być

lim
n→∞

|an| = 1?

39. Niech lim
n→∞

x2n = 1 oraz lim
n→∞
(xn+1 − xn) = 0. Czy ciąg (xn) musi być zbieżny?

40. Wykazać, że jeżeli podciągi (a2n) oraz (a2n+1) są zbieżne do tej samej granicy g, to lim
n→∞

an = g.

41. Podciągi (a2n), (a3n) oraz (a3n+1) są zbieżne do tej samej granicy. Czy ciąg (an) jest zbieżny?

42. Sprawdzić, czy następujące ciągi spełniają warunek Cauchy’ego:

αn =
cosx
1 · 2
+
cos 2x
2 · 3

+ . . .+
cosnx

n · (n+ 1)
(x ∈ R), βn =

1
log2 2

+
1
log2 3

+ . . .+
1
log2 n

.

43. Wyrazy ciągów (an) i (bn) spełniają, dla każdego n ∈ N, nierówności

|an+1 − an| ¬
1
n2

i |bn+1 − bn| ¬
1
n
.

Czy ciągi te są zbieżne?

44. Korzystając z twierdzenia o trzech ciągach wyznaczyć granice ciągów:

a) an=
1

3
√
n6 + 12

+
2

3
√
n6 + 22

+ . . .+
n

3
√
n6 + n2

; b) bn =
(
1 +
1
n2

)n
;

c) cn =
(
1− 1
2

)(
1− 1
4

)
· · ·
(
1− 1
2n

)
(Wsk. Pokazać, że c2n ¬ 1

2n+1 );

d) dn =
√
2−n + 3−n; e) en = n

√
3n − 2n.

45. Pokazać, że jeśli an > 0 i lim
n→∞

n
√
an = g, g < 1, to lim

n→∞
an = 0.

46. Pokazać, że jeśli an > 0 i lim
n→∞

an+1
an
= g, g < 1, to lim

n→∞
an = 0.

47. Korzystając z 45 i 46 obliczyć granice: a) lim
n→∞

2nn!
nn
; b) lim

n→∞

na

bn
, a, b > 1; c) lim

n→∞

an

n!
.

48. Korzystając z twierdzenia o ciągu monotonicznym i ograniczonym zbadać zbieżność ciągów:

a) an =
1

n+ 1
+
1

n+ 2
+ . . .+

1
2n
; b) bn =

1
12
+
1
22
+ . . .+

1
n2
;

c) c1 = a, 0 ¬ a ¬ 13 i cn+1 =
1

4− 3cn
; d) d1 = 1, dn+1 =

1
2

(
dn +

β

dn

)
gdzie β  0.

49. Pokazać, że ciąg bn =
(
1 +
1
n

)n+1
jest malejący (Oszacować stosunek

bn
bn−1

korzystając z nierówności

Bernoulliego). Następnie uzasadnić nierówności

1
n+ 1

< ln
(
1 +
1
n

)
<
1
n
.

50. Korzystając z obu nierówności w zad. 49 pokazać, że ciąg (γn), gdzie γn = 1 +
1
2
+
1
3
+ . . . +

1
n
− lnn

jest zbieżny.

51. Ciąg (xn) jest monotoniczny i zawiera podciąg zbieżny do g. Czy ciąg (xn) musi być zbieżny do g?


