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52. Korzystając z twierdzenia Stolza obliczyć granice następujących ciągów:

a) an =
lnn
n
; b) an =

lnn
1 + 12 + . . .+

1
n

; c) an =
ln (n!)
n lnn

.

53. Niech (an) będzie ciągiem takim, że lim
n→∞
(an+1 − an) = g . Pokazać, że wtedy lim

n→∞

an
n
= g.

54. Niech (an) będzie ciągiem o wyrazach dodatnich, zbieżnym do g. Pokazać, że wtedy ciągi (An) i (Gn)
średnich arytmetycznych i geometrycznych:

An =
a1 + a2 + . . .+ an

n
, Gn = n

√
a1 · a2 · . . . · an

są zbieżne do g.

55. Pokazać, że dla ciągu (an) o wyrazach dodatnich zachodzi następująca implikacja

lim
n→∞

an+1
an
= g > 0 =⇒ lim

n→∞
n
√
an = g.

56. Wyznaczyć granice podanych ciągów:

a) an =

√
1 + 2 + . . .+ n

n
; b) an =

√
12 + 22 + . . .+ n2

n
√
n

; c) an = n(ln (n+ 2)− lnn);

d) an =
√
n(ln (n+ 2)− lnn); e) an =

√
2· 4
√
2·. . .· 2n

√
2; f) an = n2(ln (n+ 2)− lnn);

g) an =
(
n2 − 1
n2 + 1

)n
; h) an =

(
n− 1
n+ 1

)n√n
; i) an =

(
n2 − 1
n2 + 1

)2n
;

j) an =
n

e1+
1
2+...+

1
n

; k) an =
√
n
(
n
√
e− 1

)
; l) an = n

(
n

√
1 + 1n − 1

)
;

57. Sprawdzić, czy istnieją granice ciągów:

a) an =
(
1 +
(−1)n

n

)n
; b) bn = 2n(−1)

n − n (1 + (−1)n); c) cn =
1− sin πn2
2 + sin πn2

.

58. Pokazać, że jeżeli ciąg (an) jest zbieżny do granicy właściwej, to dla dowolnego ograniczonego ciągu
(bn) prawdziwe są równości:

a) lim sup
n→∞

(an + bn) = lim
n→∞

an + lim sup
n→∞

bn; b) lim inf
n→∞

(an + bn) = lim
n→∞

an + lim inf
n→∞

bn.

59. Pokazać, że dla ograniczonych ciągów (an) i (bn) prawdziwe są następujące nierówności:

lim inf
n→∞

an+lim inf
n→∞

bn ¬ lim inf
n→∞

(an + bn) ¬ lim inf
n→∞

an+lim sup
n→∞

bn ¬ lim sup
n→∞

(an + bn) ¬ lim sup
n→∞

an+lim sup
n→∞

bn.

Podać przykłady takich ciągów, dla których nierówności te są ostre.

60. Niech (an) będzie ciągiem liczb rzeczywistych dodatnich. Pokazać, że:

(a) jeżeli lim sup
n→∞

an+1
an

< 1, to lim
n→∞

an = 0;

(b) jeżeli lim inf
n→∞

an+1
an

> 1, to lim
n→∞

an = +∞.

61. Wyznaczyć granicę górną i dolną ciągów:

a) an = (−1)n +
cosnπ
n
; b) bn = (−1)[

n
2 ] +
1
n
; c) cn = (−1)n

n−1
n
;

d) dn = (−1)n
(
1 +
1
n

)n
; e) en =

n

2n+1
· (−1)n; f) fn =

n− 2
2n+ 1

sin
nπ

2
.


