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. Korzystajac z twierdzenia Stolza obliczy¢ granice nastepujacych ciagow:

1 1 1 !
a)an:ﬂ; ) an nn : C)%ZM

n :1+%+...+% nlnn’

. Niech (a,) bedzie ciagiem takim, ze lim (a,p — a,) = g . Pokazaé, ze wtedy lim n _ g.
n—oo n—oo M
. Niech (a,) bedzie ciagiem o wyrazach dodatnich, zbieznym do g. Pokazaé, ze wtedy ciagi (A,) i (Gp)
$rednich arytmetycznych i geometrycznych:
ay+az+...+ay

A, = , G, = a1 -as-... a,
n

s zbiezne do g.
. Pokazaé, ze dla ciagu (a,) o wyrazach dodatnich zachodzi nastepujaca implikacja
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n—00 (@,

=g>0 == lim a, =g.
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. Wyznaczy¢ granice podanych ciagdw:

Vi+2+.. . +n V124224 +n?
a) an = ; b) an, = ;
n ny/n

d) a, = n(ln(n+2) —Inn); ) a, =V2-v2-...- V2 f) an =n?(In(n +2) — lnn);

: n? —1\" h) n—1\""" 0 n? —1\>"
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3 n . — n . — n 1 .
= k) an = v/n(3/e — 1); Dan=n({/1+1-1);
. Sprawdzi¢, czy istnieja granice ciagow:

¢) ap =n(ln(n+2) —Ilnn);

_ qipn N
:1 sin %
2+sin%

. Pokazaé, ze jezeli ciag (a,) jest zbiezny do granicy wlasciwej, to dla dowolnego ograniczonego ciagu
(b,) prawdziwe sa réwnosci:

a) limsup (a, + b,) = lim a, + limsup b,,; b) liminf (a,, + b,) = lim a, + liminfb,.

n—oo n—oo n—oo n—oo n—oo n—oo
. Pokazaé, ze dla ograniczonych ciagdéw (a,) i (b,) prawdziwe sa nastepujace nieréwnosci:

liminf a,,+lim inf b,, < liminf (a,, + b,) < liminf a,+limsup b,, < limsup (a,, + b,,) < limsup a,,+limsup b,,.

n—00 n—0o0 n—o0 n—00 n— o0 n— o0 n— o0 n— o0

Poda¢ przyktady takich ciagdéw, dla ktérych nier6wnosci te sg ostre.

. Niech (a,) bedzie ciagiem liczb rzeczywistych dodatnich. Pokazaé, ze:

At

(a) jezeli limsup <1, to lim a, = 0;
n—oo Qn n—00

Antl

(b) jezeli liminf >1, to lim a, = 4oc.

n—oo an n— 00

. Wyznaczy¢ granice gérna i dolng ciagéw:

cosnm n 1 n—1

&) an = (~1"+ S0 by by = (<D S0 e = (1)
n 1\" n n. _n—2 . nm
d) d, = (1) <1+n> ;e e”_2n+1'(_1)’ f) fn_%“sm7



