Funkcje analityczne Lista 1

1. Znajdz czes¢ rzeczywista, urojong i modut liczby %
Funkcje wyktadniczqg exp okreslamy nastepujaco
— S Zn C
exp(z) = ZF’ z € C.
n=0

Definicja ta jest poprawna, tj. powyzszy szereg potegowy jest zbiezny na C. Nastepnie
definiujemy funkcje trygonometryczne wzorami

exp(iz) — exp(—iz) cos 5 — exp(iz) + exp(—iz)

C.
2 ’ 2 » 2E

sin z =

Na wyktadzie udowodnimy, ze exp(z+w) = exp(z) exp(w) dla dowolnych z, w € C. Nastepne
zadania nalezy rozwiazaé¢ korzystajac (tylko) z tego wzoru, z definicji funkcji exp, cos, sin
i poprzednich zadan.

2. Zauwaz, ze funkcje exp, sin i cos sg holomorficzne na C i oblicz ich pochodne.
3. Obciecie funkcji exp do R jest funkcja dodatnig i Scisle rosnaca.

4. Korzystajac ze wzoru exp(z + w) = exp(z) exp(w) wyprowadz wzoér na cos(z + w) oraz
sin(z + w). Uzasadnij, ze cos? z + sin® z = 1.

5. Uzasadnij, ze obcigcia funkcji sin i cos do R sa funkcjami o wartosciach rzeczywistych.
Sprawdz, ze cos0 = 1, cos2 < 0 i wywnioskuj stad, ze istnieje najmniejsza liczba
dodatnia ty, dla ktorej costy = 0. Definicja: © = 2t,.

6. Uzasadnij, ze funkcje sin i cos sa monotoniczne i dodatnie na (0,7/2). Oblicz ich
wartosci w punktach 0, 7/2, 7, 2r. Uzasadnij, ze funkcje sin i cos sa 2m-okresowe,
a funkcja exp jest 2mi-okresowa.

7. Odwzorowanie t — exp(it) przeksztalca R na okrag jednostkowy {z € C: |z| = 1}.
8. exp(z) = 1 wtedy i tylko wtedy, gdy z/(27i) € Z.

9. Dla dowolnej liczby z € C mamy exp(z) # 0. Je$li w € Ciw # 0, to w = exp(z) dla
pewnej liczby z € C.

10. (Postaé¢ trygonometryczna liczb zespolonych) Dla dowolnej liczby zespolonej z € C
istnieje liczba ¢ € [0, 27) taka, ze

z = |z exp(it) = |z|(cost + isint).

Dla liczb z # 0 liczba t jest wyznaczona jednoznacznie, nazywamy ja argumentem
gltownym liczby z i oznaczamy t = Arg z.

11. Oblicz cosi, sini, cos(i + 7/2); oblicz wartosci funkcji sin i cos w punktach 7/6, 7/3,
/4.

12. Kazda homografia, tj. funkcja postaci f(z) = zzzis, gdzie ad — bc # 0, jest zlozeniem

odwzorowan postaci g(z) = 1/z oraz h(z) = Az + B.
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Zbadaj zbieznosé¢ ciggow

e 2" jcosnmw i in + n?
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Zbadaj zbieznos¢ szeregdw

n

(a) ZZ 2 Z% (© (W FT—vii, (@) 2 addez <1

n=1

Zmajdz wszystkie z € C, dla ktorych zbiezny jest szereg

WX wYan 0X(H)

n=1

Szereg Y | z, jest bezwzglednie zbiezny wtedy i tylko wtedy, gdy szeregi >~ Re z,
oraz y .~ Imz, sa bezwzglednie zbiezne.

Jesli Y07 | 2, jest bezwzglednie zbiezny, to Y oo | 22 jest tez bezwzglednie zbiezny.
Jedli -0 | 22 jest bezwzglednie zbiezny, to > 7 | 2 jest tez bezwzglednie zbiezny.

Oblicz sumy szeregow
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Jesli istnieje granica lim,,

a“—il‘, to jest ona réwna promieniowi zbieznosci szeregu
n
n

potegowego Y o a,(z — p)™.

Zmajdz promienie zbieznosci szeregéw potegowych

o [e.e] [e.e]

(a) nz’ an © S 3eE-2r @Y (2;)”, © 3 nlen,
£) Y nl", (g) > 2m2, Z s (i) Z%.

Zbadaj zachowanie szeregéw z zadania 21(a), (b), (g), (h), (i) na brzegach ich két
zbieznosci.

Wykaz, ze funkcje Re, Im, | - |, z — Z sg ciagle na C.

Zatézmy, ze funkcja f : [a,b] — C jest ciagta na [a,b] i rézniczkowalna na (a,b) (co
oznacza, ze ciagle i rézniczkowalne sa funkcje Re f oraz Im f; f' = (Re f) 4 i(Im f)).
Udowodnij, ze
|f(b) = f(a)] < [b—al sup [f'(2)].
te(a,b)

(Wsk. wystarczy rozwazy¢ przypadek, gdy f(b) — f(a) jest rzeczywiste — dlaczego?)
Pokaz na przyktadzie, ze na ogdl nie istnieje punkt ¢ € (a,b) taki, ze f(b) — f(a) =
(b —a)f'(c). Poréwnaj z twierdzeniem Lagrange’a.



