Funkcje analityczne Lista 3

48. Niech p,zg € C oraz f € H(C\ {p}). Niech C(z,r) oznacza dodatnio zorientowany
okrag o §rodku w z i promieniu r. Uzasadnij, ze fc(p " f(2) dz nie zalezy od r, oraz ze

/ f(2)dz = Inde ) (p) - / f(z)dz, dlar # |z —p|
C(zo,r)

C(p,r)

49. Obliczajac f7 £ dla (odpowiednio sparametryzowanej) drogi zamknietej v, ktérej obraz

jest elipsa (RS—Q'Z)Z + (IDZ—;)Q = 1, uzasadnij, ze

/2” dt 2
o a?cos?t+b2sin’t  ab’
50. Uzasadnij, ze dla £ € R zachodzi wzor
/ e dy = ﬁe_52/4.
R
Wskazowka. Mozna catkowaé f(z) = e*= po brzegu prostokata o wierzchotkach
w punktach +R, =R + a2 dla odpowiednio dobranego a, nastepnie wzia¢ R — oo.
51. (Lemat Jordana) Niech 5 >0, « >0, D ={z€ C: |z| > ro,Imz > a}, f € C(D) oraz

f(z) =0, gdy |z| = oo. Wowezas

lim | e f(2)dz =0,
r—00 Y

gdzie v, jest ta czescia okregu o $rodku w 0 i promieniu r, ktéra znajduje sie w D.

e® sin 2
——dz; / —— dz,
/7 z(z — 29) L, 22(z —24)3

gdzie v jest dodatnio zorientowanym okregiem (a) o srodku w 37 i promieniu 2; (b) o srodku
w —2¢ 1 promieniu 3.

52. Oblicz catki

53. Jesli f, € H(R) jest ciagiem funkcji zbieznym do funkeji f jednostajnie na kazdym
zwartym podzbiorze zbioru €2, to f € H(Q).

54. Jesli Q C C jest otwarty, f € C([a,b] x Q) oraz f(t,-) € H(Q2) dla kazdego t € [a,b], to
funkcja g(z) = f; f(t, z) dt jest holomorficzna na Q. Wskazéwka: Twierdzenie Morery.

55. Uzasadnij, ze podane funkcje sa holomorficzne

b etz Uoat
f(z):/_11+t2dt na C; g(z):/o 1+tzdt na {z: Rez > 0};
00 etz
h(z):/ mdt na {z : Rez < 0}.
0

56. Jesli f € H(D(a,r)) dla pewnego r, to a jest m—krotnym zerem funkcji f wtedy i tylko
wtedy, gdy f™(a) =0 oraz f*)(a) =0dla0 <k < m.
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Zmajdz krotnos¢ zera z = 0 dla funkcji

filz) = (622_1)22§ fa(2) = 2co8 22424 =2; fy(z) =M =1 fa(z) = sin®H (1),

Czy istnieje funkcja holomorficzna w otoczeniu 0 i taka, ze (a) f(%) = f(_%) = # dla
n€N; (b) f(1) = f(—5) = & dlan € N?

n n

Funkcja f(z) = sin ﬁ ma ciag zer zbiezny do 1, ale nie jest stata. Czy to nie sprzeczno$c¢

7 twierdzeniem o zerach?

Zbadaj, czy funkcja f ma funkcje pierwotng na 2, jesli

z

= Q=D(0,1);
@) f() = 5 9= D)
Z ——
b = Q=C\ D(0,1);
() f(z)= 5o, 2=C\DO1);
1
(c) f(2)2m7 Q=C\[-1,1].
Okresl rodzaj osobliwosci funkcji f(z2) iom (z2)=e !
i i = — = .
zaj iw unkcji f(z o g Xp ——
. . az+0b :
Homografig nazywamy odwzorowanie postaci f(z) = pt gdzie ad — bc # 0. Przy
cz

rozpatrywaniu homografii wygodnie jest do C dotaczy¢ ,,punkt w nieskonczonosci” oo;
oznaczamy S? = C U {oo}. Woéwczas homografie sa odwzorowaniami z S? w S?, jedli

przyjmiemy, ze f(oo) = a/c i f(=d/c) = oo, gdy ¢ # 0; f(o0) = oo, gdy ¢ = 0.
Przyjmujemy takze, ze punkt oo nalezy do kazdej prostej i nie nalezy do zadnego okregu.

Sprawdz, ze odwzorowanie z — 1/z, jako odwzorowanie S? w S?, przeksztalca rodzine
okregow i prostych w siebie. Wywnioskuj stad, ze te sama wlasnos¢ maja wszystkie
homografie.

Homografie tworzg grupe przeksztatcenn S?. Wsk. Zadanie 12.
Napisz ogélng posta¢ homografii, ktore przeksztatcaja

(a) punkty —1,0,1 odpowiednio na i, —i, oo;

(b)

()

(d)
)

(e) © okrag 0D(0,1) na siebie oraz punkt 0 na punkt 0.

punkt oo na oo;
trzy rézne punkty a, b, c € C na, odpowiednio, punkty 0, 1, oo;

trzy rézne punkty a,b, co € S? na, odpowiednio, punkty 0, 1, 0o;

Niech o € D(0,1). Sprawdz, ze homografia

z—

#al2) = 1—-az

przeksztatca D(0, 1) na siebie oraz punkt « na 0.

© Jaka jest ogélna postaé¢ homografii, ktore przeksztatcaja dysk D(0, 1) na siebie? Wska-
z0wka. Zadania 63, 64(e), 65.

O Znajdz homografie przeksztatcajaca dysk D(0, 1) na pétptaszcezyzne {z : Imz > 0}
oraz punkt 0 na punkt .



