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Uzasadnij, ze jesli f € H(C) i f nie jest stata, to f(C) jest gesty w C. Wskazowka.
Twierdzenie Liouville’a.

Jesli f € H(C) i jej czesé rzeczywista lub urojona jest funkcja ograniczona z dotu lub
z gory, to f jest stata. Wskazowka do jednego z przypadkow. Twierdzenie Liouville’a
dla funkcji e/.

Niech f,g € H(C) spelniaja nieréwnos¢ | f(2)| < |g(z)| dla wszystkich z € C. Co mozna
wywnioskowaé stad o funkcjach f i g7

Niech €2 bedzie obszarem w C i f € H(2). Przypusémy, ze funkcja f jest rézna od
statej, i ze | f| ma minimum lokalne w punkcie zy € 2. Co mozna powiedzie¢ o wartosci
funkcji f w punkcie zy?

1

Jedli funkcja f € H(Q2) ma zero krotnosci m w punkcie a, to funkcja g(z) = 1ie)

w punkcie a biegun rzedu m.

ma

Jesli funkcje f,g € H(Q) maja zera krotnosci, odpowiednio, m i n w punkcie a, to

funkcja h(z) = 58 ma w punkcie a:

e biegun rzedu n — m, gdy m < n;

e osobliwos¢ usuwalng w punkcie a, gdy m > n. Ponadto rozszerzenie holomorficzne
h na otoczenie a ma w punkcie a zero krotnosci m — n.

Jesli f ma biegun rzedu 1 w punkcie a, to

res(f;a) = lim f(2)(z — a).

zZ—a

Ogodlniej, jesli f ma biegun rzedu co najwyzej m w punkcie a, to

(m-1)
res(f; a) = lim —g(m — EC)L,) :

gdzie g(2) = (2 —a)™ f(2).

Oblicz residua we wszystkich biegunach dla funkcji
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(c.d.) Korzystajac z twierdzenia o residuach oblicz catki
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(e)/ i 7T , gdzie 0 <a < 1.

o€+ 1 - sin(am)

Wskazdéwka do (e): catkowaé po brzegu prostokata o wierzchotkach w =R, +R + 2.

Calkujac e*z " ! wzdhuz okregu jednostkowego, sprawdz, ze
2w o 2w
/ et cos(nt — sint) dt = - / e“tsin(nt —sint)dt =0, n=0,1,2,....
0 n. 0

Uzasadnij, ze jesli f € C(D'(a, R)) spetnia lim,_,, f(2)(z —a) = A, to

lim/ f(z)dz =iA(B — ),

r—0

gdzie v, (t) = a +re' dla t € [a, §].

Catkujac funkcje f(z) = 2
z

oraz potokregéw o srodku w 0 i promieniach r, R uzasadnij, ze
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Uwaga: tutaj wystarczy twierdzenie Cauchy’ego.

po konturze ztozonym z odcinkéw (—R, —r) i (r, R)

Ile pierwiastkéw ma w  réwnanie f(z) = 0, jesli

(a) f(z)=2'+32+1,Q=D(0,1) (wsk. tw. Rouché dla g(z) = 3z);
(b) f(z) = 2"+ 32+ 1, Q= A(0,1,2),
(¢) f(z) =sinz —z, Q= D(0,1) (wsk. rozwiniecie sin w szereg potegowy).

Q Przypomnij (z wykladu z Analizy Matematycznej) definicje catki krzywoliniowej zo-
rientowanej w R? oraz twierdzenie Greena. Udowodnij twierdzenie Cauchy’ego:

fe HQ), Q C C - gwiazdzisty, 7 — droga zamknigta w 2 = /f(z) dz =0,
o

uzywajac twierdzenia Greena i réwnan Cauchy-Riemanna; sformutuj potrzebne zaloze-
nia (moga by¢ inne niz w twierdzeniu Cauchy’ego na wyktadzie).

Niech f € H(Q), D(a,r) C Q, v(t) = a +re", gdzie t € [0,27]. Zaldzmy, ze f # 0 na
~v*. Jak wiemy, dla p = 0, caltka

1 fl(z)zP
i ) T

jest rowna liczbie zer funkcji f w D(a, r), liczac wraz krotnosciami. Jaka jest wartosé tej
catkidlap = 1,2,...7 A jaka jest warto$¢ gdy zastapimy z? przez g(z), gdzie g € H(2)?



