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b
Pokazaé, ze jedli g(z) = +a i a jest stala, to [ f(z) dg(x) istnieje wtedy i tylko wtedy, gdy f € Riq )

b
oraz zachodzi [ f(z)dg(z) = [ f(z)dz.

b
Pokaza¢ na przykladzie, ze [ f(x)dg(z) moze istnie¢, nawet jesli f jest nieograniczona na [a, b].
a

Niech P = {x¢,%1,...,2,} bedzie podzialem odcinka [a,b] i niech & = {&,...,&,} bedzie pewnym
wyborem punktéw posrednich. Poldézmy &y = a i §,+1 = b. Sprawdzi¢, ze prawdziwa jest rownosé

J

" g€ [F ;) — Flga] = 9IS 0) ~ 9(a) F(a) = 3 Flay)lalr) - (&)

J

b b
Nastepnie pokazaé, ze jesli [ f(z) dg(z) istnieje, to istnieje réwniez [ g(z)df(x) oraz
a a
b

b
J9(@)df(x) = g(0)f(b) — g(a) f(a) — [ f(z)dg(x).

a

b
Zalozmy, ze f € Ciqp) 1 ¢ € Rjq ). Pokazaé, ze [ f(x)dg(x) istnieje i zachodzi réwnosé

b b
[ f(z)dg(x) = [ f(z)g'(z)dz.

Obliczy¢ warto$é érednia funkcji f(x) = tg* 2 na przedziale [0, 7/4].

Uzasadni¢ podane nieréwnosci:

200 1
6—51 1 x19 1
a) 0 < dx < 0,01; b7</7dx<—.
) O/x+20 )20\/5 ) V1422 20

xz+1
Okreslmy funkcje g(z) = / sin t?dt. Calkujac przez podstawienie u = t2 i korzystajac (w podobny
’ 2
spos6b jak na wykladzie) z drugiego twierdzenia o wartosci $redniej pokazaé, ze |g(z)| < — dla
x
z > 0.

Obliczy¢ pole obszaru ograniczonego krzywa lub krzywymi:

2
a)y = et % b)y? =224 —22); )2t +y* =222 (Podst. y = tx).

Obliczy¢ pole obszaru ograniczonego petla krzywej z(t) = 2t — t2, y(t) = 2% — t3.
Obliczyé¢ dhugosé krzywej:

a)z =1y — iy, 1<y<e

b) z(t) = 2(cost + sint), y(t) = 2(cost —sint), ¢ € [0,n].

Wyznaczyé pole obszaru ograniczonego lemniskata Bernoulliego (22 + y?)? = 2(22 — ?).

Pokazaé, ze pole jednego zwoju spirali Archimedesa p = ap, a > 0, 0 < ¢ < 27, jest réwne % pola
kota o promieniu r = 2arw. (Wynik ten znany byl Archimedesowi!)

Obliczy¢ objetos¢ bryly otrzymanej z obrotu krzywej

a) y = zvsinz, x € [0, 7], dookota osi Oz;
1 1
b) y:m,xe [0, 1], dookota osi Oz; c) y:m,

d) jednej arkady cykloidy x(t) = r(t — sint), y(t) = r(1 — cost) dookota osi 0z i Oy.

x € [0, 1], dookota osi Oy;



