1 Liczby zespolone (przypomnienie)
Rozwazamy R? = {(z,y) : z,y € R} z dzialaniami
(@1, 91) + (22,52) = (21 + T2, 41 + o),

(x1,y1) - (22,y2) = (X122 — Y1Ya, T1Y2 + T2y ).

Jest to cialo; elementami neutralnymi sa: 0 = (0,0) (dla dodawania) oraz 1 = (1,0) (dla
mnozenia). Oznaczamy to ciato przez C.
Oznaczenia, whasnosci

e i = (0,1), mamy i* = (0,1) - (0,1) = (=1,0) = —1 i wtedy (z,y) = (z,0) + (0,y) =
z-(1,0)+y-(0,1) = x+yi.

e Dla z = x 4 y1, gdzie z,y € R okreslamy

Z=x—yi, |z|=+22+y% Rez=2z, Imz=y.

Mamy
2z = (z+yi)(z —yi) = 2% — ziy + iyz — i*y* = 2° + o = |2]%,
1 z x—yi Rez —Imz
—_ = - = = (3
2T E g P

e Dlan € N={1,2,...} piszemy, jak zwykle

2 Metryka na C (przypomnienie)
TWIERDZENIE 1. Dla z,w € C ¢ a > 0 mamy
|z +w| < |z| +|w|, |az|=aqalz], |2|=0 = z=0.
Innymi stowy, |- | jest norma na C, a d(z,w) = |z — w| — metryka.
Dowdd. Latwy (zob. wyklad/éwiczenia z algebry). O
UWACA 2. Jesli zp, = xp + ypt, gdzie v,y € R, k=1,2, to

d(z1,22) = \/(CU1 —22)% + (y1 — 12)?,

czyli d jest metrykq euklidesowqg na C = R2.

Przypomnimy (z kursu z topologii) szereg wlasnosci i pojeé dotyczacych przestrzeni me-
trycznej (C,d) (w skréocie C), a przy okazji ustalimy pewne oznaczenia.

e Mdéwimy, ze ciag (z,) zbiega do g € C, jesli
Ve >0 Ing Yn>ng |2, —g| <e.
e Mowimy, ze ciag (z,) jest ciagiem Cauchy’ego (w C), jesli

Ve >0 dng Ym,n >ng |z, — 2,] < e.



e Fakt: C jest przestrzenia metryczna zupelna, tzn. kazdy ciag Cauchy’ego jest zbiezny.
o (ciag (z,) zbiegado g € C) <= (Imz, — Img oraz Re z, — Reg).

e Jedli limz, = z, limw, = wia € C, to lim(z, + w,) = z + w, lim(az,) = az,
lim(z,w,) = zw.

e Dyskiem o srodku w zg € C i promieniu 7 > 0 nazywamy zbior

D(zp,r) ={2€C:|z— 2| <r}.

e Wnetrze zbioru £ C C
IntE={2€C:3p>0 D(z,p) C E}.

Mowimy, ze zbiér E jest otwarty, gdy E = Int E. Wnetrze zbioru E jest najwiekszym
zbiorem otwartym zawartym w F.

e Domkniegcie zbioru £ C C
E=C\Int(C\ E).

Moéwimy, ze zbiér E jest domknicty, gdy E = E, albo réwnowaznie, gdy C \ E jest
otwarty. Domkniecie zbioru E jest najmniejszym zbiorem domknietym zawierajacym
E.

e Brzeg zbioru £ C C B
OE=ENC\E.

3 Funkcje zespolone, ciggto$é (przypomnienie)
W tym rozdziale niech E C Ci f: E — C.

DEFINICJA 3. Mdwimy, ze zy € C jest punktem skupienia zbioru E, jesli zo € E \ {z0}. Jesli
2o nie jest punktem skupienia E, ale zg € E, to zy nazywamy punktem izolowanym zbioru E.

PRZYKEAD 4. 0 jest jedynym punktem skupienia zbioru E = {1,1/2,1/3,...}, a1,1/2,1/3, ...
sq punktami izolowanymi E.

DEFINICJA 5. Jesli zg € C jest punktem skupienia E, to mowimy, Ze f : E — C ma granice
g w punkcie zy (ozn. g =lim,_,, f(z)), jesli

Ve>0 30>0VzeE (0<|z—2|<d = |f(2) = f(z0)] <e).

FAKT 6. (g = lim,_,, f(2)) <= (dla kazdego ciggu (2,), z, € E\ {20}, zbieinego do z
mamy lim, . f(z,) = g).

DEFINICJA 7. Mowimy, zZe f : E — C jest ciggta w punkcie zo € C, jesli
Ve>0 30>0VzelE (|z—2|<d = |f(2)— f(20)] <e).

FAKT 8. Funkcja f : E — C jest ciggla w punkcie zg € E wtedy i tylko wtedy, gdy zy jest
puktem izolowanym E, lub gdy zo jest punktem skupienia zbioru E oraz

lim f(2) = f(z).

zZ—20



Oznaczenie: C(E) = {f: E — C: f jest funkcja ciagla}.
TWIERDZENIE 9. (a) Jesli f,g € C(E), a € C, to funkcje f + g, fg, af sq ciggle.
(b) Jesli f: Ey — Es, g: Ey — C sq ciggle, to go f € C(E).
(c) Jesli f € C(E) i f+#0 na E, to funkcja 1/f € C(E).
PRZYKLAD 10. o [Funkcje Re, Im, |- |, z +— Z sq ciggle na C (dowdd na ¢wiczeniach).

e Funkcje stale oraz f(z) = z sq ciggle na C. Sted z czeSci (a) i (b) twierdzenia 9
otrzymujemy, ze kazdy wielomian

P(z)=auz"+...+a1z+ag, a,#0,
jest ciggty na C, a kazda funkcja wymierna
f(z) =P(2)/Q(2), gdzie P,Q sqg wielomianami,

jest ciggla na swojej dziedzinie, czyli na {z € C: Q(z) # 0}.

4 Szeregi zespolone (przypomnienie)

DEFINICJA 11. Niech (ay) bedzie ciggiem liczb zespolonych. Mowimy, zZe szereg y .- ay jest
zbiezny, jesli cigg sum czeSciowych s, = Y ,_, ax jest zbiezny. W takiej sytuacji granice
iMoo Sn, NAZYWAMY SUME SZETEGU Y o | Ak I 0ZNACZATMY Y po i Gk = LiMy 005y

Szereg, ktory nie jest zbiezny nazywamy rozbieznym.

Mowimy, ze szereg y o, ax jest bezwzglednie zbiezny, jesli szereq Y oo |ax| jest zbiezny.

Przypomnijmy twierdzenia znane z analizy.

TWIERDZENIE 12. o Jesli szeregi Y oy a, Y oy by sq zbiezne, to zbieiny jest tez szereg
2 (ar + be) oraz 307 (a + bk) = 307 ak + 302, be

Jesli szereg > 7~ ai, jest zbieiny i o € C, to zbiezny jest tez szereg Y, (cay) oraz

ZZil(Oéak) =« ZZL ak

(Warunek konieczny zbieznosci) Jesli szereg y - | ay jest zbiezny, to limy .. ax = 0.

Szereg bezwzglednie zbiezny jest zbieziny.

(Kryterium poréwnawcze) Jesli |ag| < by i szereg Y, by, jest zbiezny, to szereg > -, ay
jest bezwzglednie zbiezny.

(Kryterium d’Alemberta) Jesli

AR+1
Qg

lim sup <1,

k—o0

to szereq Y oo | ai jest bezwzglednie zbieiny. Jesli natomiast

Ap41
ag

lim inf
k—oo

> 1,

to szereg Y, ai jest rozbiezny (nie spelnia warunku koniecznego zbieznosci).



o (Kryterium Cauchy’ego) Jesli

limsup v/ |ax| < 1,

k—o00
to szereg Y, ai jest bezwzglednie zbiezny. Jesli natomiast
lim sup v/ |ax| > 1,
k—oo
to szereq Y, ai jest rozbiezny (nie spelnia warunku koniecznego zbieznosct).
o (Kryterium Dirichleta) Jesli (ay) jest ciggiem malejgcym (czyli w szczegdlnosci ma wy-

razy rzeczywiste) zbieinym do zera, a cigg zespolony (by) jest taki, ze (> ,_, by) jest
ograniczony, to szereg Y oo, arby, jest zbiezny.

Dowdd. Dla przyktadu podamy dowdd czesci kryterium d’Alemberta oraz kryterium Diri-
chleta.

< 1. Wybierzmy liczbe r € (¢, 1). Z definicji granicy gornej

e Niech ¢ = limsup,_, |“:5

a

dla € = r — ¢ otrzymujemy, ze istnieje kq takie, ze

Titl < dlak > k.
ay,
Stad |ag, 1] < ar |7, |argre] < larea|r < lag |72, - ... Przez tatwa indukcje otrzymu-
jemy nieréwnosci
|kgtn| < |ag,|r", dlan=0,1,2,....

Poniewaz r € (0, 1), wiec szereg geometryczny » 7" jest zbiezny. Stad z krytertium
porownawczego zbiezny jest szereg

o)
Z ‘ak0+n‘ )
n=0

czyli tez szereg Y o |ag|.
e Niech R, = > 7, agby, S, = > p_ bk, € > 0. Z zalozenia istnieje M takie, ze |S,| < M.
Pokazemy, ze ciag (R,) jest ciagiem Cauchy’ego. Mamy

m

|Rn+m - Rn| = | Z an—f—k(sn—l-k - Sn+k—1)| =
k=1

m m—1

= | E an—l—kSn—l-k - E an+k+lsn+k|
k=1 k=0
m—1

(an—l—k - an+k+1)8n+k + an+m8n+m - CLn—&-lsn|

k=1
m—1
< |(an+k - an+k+1)8n+k| + |an+mSn+m| + |an+lsn|
k=1
m—1
< M(an—l—m + Qpy1 + Z(an-i-k - an+k+1))
k=1
=2Ma,1 <€

dla dostatecznie duzych n.



5 Ciagi i szeregi funkcyjne (przypomnienie)
DeriNiCcJA 13. Niech EC C 1 f, : F — C.

o Mowimy, Ze cigg funkcyjny (f,) zbiega punktowo do funkcji f na zbiorze E, jesli dla
kazdego z € E2 mamy

nh_{{.lo fa(2) = f(2).

Piszemy wowczas f, — f na E.

o Mowimy, Ze cigg funkcyjny (f,) zbiega jednostajnie do funkcji f na zbiorze E, jesli

lim sup|f, () — /()] = 0.

=0 ek
Piszemy wowczas f, = f na E.

o Mowimy, ze szereg funkcyjny Y -, fn zbiega punktowo (jednostajnie) do funkcji f na
zbiorze E, jezeli ciqg funkcyjny s, = ._, fx zbiega punktowo (odpowiednio, jednostaj-
nie) do funkcji f na E.

TWIERDZENIE 14. (Kryterium Weierstrassa) Jezeli dla wszystkich z € E orazn € N zachodzi

‘fn(z)‘ < an

i szereg liczbowy Y 7 | ay, jest zbiezny, to szereg funkcyjny > >, [ jest zbieiny jednostajnie
na zbiorze E.

TWIERDZENIE 15. Jesli f,, : E — C jest ciggiem funkcji cigglych zbieznym jednostajnie do
funkcji f na E, to [ tez jest funkcjqg cigglq.

Dowod. Ustalmy € > 01 zg € E. Istnieje ng takie, ze dla n > nyg mamy

sup [ fu(2) — f(2)] < /4.

zeE

Z ciaglodci funkeji f,,, w punkcie zy istnieje § > 0 taka, ze |fn,(2) — fu,(20)] < €/2 dla
|z — 29| < 9. Mamy dla |z — 29| < ¢

£ (2) = f(z0)| < 1F(2) = fro(2)] + [ fro (2) = fno (20)] 4 [ o (20) — f(20)]
<eld+e/24+¢c/d=c¢.

6 Szeregi potegowe (przypomnienie)
Szeregiem potegowym nazywamy szereg funkcyjny postaci
Z an(z - p)n
n=0
DEFINICJA 16. Promieniem zbieznosci szeregu potegowego >~ a,(z—p)™ nazywamy wartosé

R = sup{r € [0,00) : Zan(z —p)" jest zbiezny dla |z — p| < r}.
n=0



TWIERDZENIE 17. Niech A = limsup,,_, W' Wowczas
° Rz%, gdy 0 < \ < o0;
e R=0, gdy A = o0;
e R=00, gdy A\=20

jest promieniem zbieznosci szerequ potegowego Y a,(z—p)™. Szereg ten jest rozbieiny, gdy
|z —p| > R.

Dowéd. Przy ustalonym z zastosujmy kryterium Cauchy’ego do szeregu (liczbowego) > 7 a,,(z—

p)". Mamy
limsup {/|an(2 — p)"| = limsup({/|a.|[z — p|) = Alz — pl,

n—o0 n—o0

wige szereg Y o a,(z — p)™ jest zbiezny, gdy A|z —p| < 11 rozbiezny, gdy Az —p| > 1. Stad
teza. L



