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Korzystajac z definicji wyznaczy¢ catke / zyd(z,y), gdzie R =10,2] x [1, 3].
R

1, gdy 2€Q

2y, gdy zcR\Q’ okreslona jest na kwadracie R = [0,1] x [0, 1]. Po-

Funkcja f(z,y) =
1 /1

kazaé, ze / /f(x,y)dy dx =1, lecz f nie jest catkowalna na R.
0 \0

b d
Zalézmy, ze istnieja calki / fl@)dz i / 9(y) dy.
a) Pokazaé, ze istnieja calki / f(x)d(z,y) i / g(y) d(x,y), gdzie R = [a,b] X [c,d].
R R

b) Pokazad, ze istnieje calka / f(x) g(y) d(z,y).
R

b d
@R@mamﬁj@mwamm(/f@ﬂ%(/g@mg.

Niech
0 jesli z,ye@Q
)1 edli z€Q, yeR\Q
F@Y) =93 2 jesli s R\ Q, yeQ
3 jesli z,y e R\ Q
Wyznaczyé

[fawde [ fepdey  de R=lbx e
R R

Niech R = [a,b] X [¢,d]. Funkcja f : R — R jest niemalejaca wzgledem kazdej ze zmiennych przy
ustalonej drugiej zmiennej. Pokazaé, ze f jest calkowalna na R.

Zal6zmy, ze f jest funkcja ciagla na zbiorze zwartym S C R™. Pokazaé, ze powierzchnia z = f(X),
X € S, ma zerowa objetogé w R,

a) Niech f bedzie funkcja ograniczona na zbiorze ograniczonym S C R™. Zalézmy, ze f(X) =0
poza zbiorem o zerowej objetosci. Pokazaé, ze

/Sf(X) dX = 0.

b) Zal6zmy, ze / g(X) dX istnieje. Niech h bedzie funkcja ograniczona na S taka, ze h(X) = g(X)
s

poza zbiorem o zerowej objetosci. Pokazaé, ze h jest caltkowalna na S oraz

/Sh(X) dX:/Sg(X)dX

Obliczy¢ calke / flz,y)d(z,y), jesi R=10,2] x [0,2], a f(z,y) = [x + y].
R

b 2
Zal6zmy, ze / f(z) dx istnieje. Rozpatrujac catke / (f(x)—f(y)) d(z,y), gdzie R = [a, b] x [a, b],
a R

udowodnié¢ nieréwnosé
b

/bf(z)dx 2< (b—a)/ﬂ(a:)dx.

a



