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b
Udowodnij, ze jesli f jest ciagla na [a, b] X [¢, d], to funkcja F(y) = /f(z:, y)dx jest ciagla na [c, d].

Niech R = [a1,b1] X [ag,ba] X - -+ X [an, by]. Obliczy¢ calki

a)/(x1+x2+---+xn)dX, b)/(x%—&-x%—i—---—i—xi)d)( c)/(ml-x2~-~--xn)dX.
R R R

0%f ) 0% f
Oxdy  Oyox

Korzystajac z twierdzenia Fubiniego pokazaé, ze jesli pochodne mieszane

sa ciagtle

na zbiorze otwartym w R?, to sa na tym zbiorze réwne.

Niech f bedzie funkcja ciagta. Zamieni¢ kolejnos¢ catkowania w calkach iterowanych

e Iny 1 y V2 2—y?
a)/1 d [, S b)[ldy[l f(a:,y)dx+/1 dy/ﬂf@,y)daz.

Niech f bedzie funkcja ciagla na zbiorze S C R3, ograniczonym powierzchniami 2 + y? = —2y,

z=3—\ax24+y?iz=2a%+9y%-0.

Uzupelnié¢ zapisy

/fmy, (z,y,2 /dx/dy/fxy, z,
b)/sf(xvy,Z) (€,y,2 Z/dz/dy/fx%

Obliczy¢ catke

1
—dx, s Z2),
/5(1+x+y+z)3 (@:y,2)

jesli S ograniczony jest plaszczyznami x =0,y =0,z=0iz+y+2=1.
Obliczy¢ objeto$¢ n-wymiarowej piramidy x1 + 2o+ -+ +x, < 1,21 20,20 2 0,...,2, > 0.

Krzywa = = v/3|y| rozcina koto (z —1)? + y? < 1 na trzy czesci. Korzystajac z calek podwéjnych,
obliczy¢ pole kazdej z nich.

Stosujac odpowiednia zamiane zmiennych w calce, obliczy¢ pole obszaru
a) S1={(z,y) : (2* +9?)* <2(2® —y*)},
b) So = {(z,y) : ax < y*> < bz, ay < 2?2 < By}, gdzie 0 < a < boraz 0 < a < 3.

Niech f : [0,00) — R bedzie funkcja ciagta. Dla t > 0 okreslmy funkcje F : [0,00) — R wzorem
:/ f($2+y2+22)d(1177y,2’)7
S(t)
gdzie S(t) = {(z,y,2) : 2> + y* + 22 < 2,2 > 0,y > > 0}. Wykazaé, ze F'(t) = nt2 f(t?)/2.
Obiczyé objetosé bryty, ktéra z kuli 22 + y? + 22 < R%, R > 0, wycina
a) walec 22 +y? =a?, 0 <a <R, b) walec 22 + 32 = Rux, c) stozek z = —y/x? + y2.
Wyznaczy¢ wspdlrzedne srodka cigzkosci bryly jednorodnej ograniczonej powierzchniami

(z/a)® + (y/b)® + (2/c)? =1 i 2=0.

Znalez¢ zaleznosé miedzy catkami /

o0
2,2, .2 2
e~ (#+y +z )d(x,y,z) i / z?e™® dz i wyznaczyé ich
R3 0

wartosci.



