Funkcje analityczne Lista 3

Przypomnienie: Niech X, Y beda przestrzeniami metrycznymi. Zbiér A C X nazywamy
spajnym, jesli dla dowolnych roztgcznych zbioréow otwartych Gp,Go C X takich, ze A C
G1 U Gy zachodzi ANGy; = () lub AN Gy = (). Funkcja f : X — Y jest ciagla, jesli dla
dowolnego zbioru otwartego G C Y zbior f71(G) := {zx € X : f(z) € G} jest otwarty w X.
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Obraz zbioru spdjnego przez funkcje ciagta jest zbiorem spéjnym.

Q Zbioér otwarty G C C jest spojny wtedy i tylko wtedy, gdy kazde dwa punkty tego
zbioru mozna potaczy¢ tamana zawarta w G. Wsk. Niech xqg € G @ niech E bedzie
zbiorem punktow G, ktore mozna polgczyé z punktem xo tamang zawartg w G. Pokazad,
ze E oraz G\ E sq otwarte.

Jesli Fe HQ)i f=F' € C(Q), a~ jest droga w € o poczatku w a i koficu w b, to
/f(z) dz = F(b) — F(a).
v

Jesli f e HQ)1i f'=0na(), to f jest stala na kazdej sktadowej spdjnosci zbioru 2.

Jedli v : [a,b] — C jest droga, a f zespolona funkcja ciagta na v*, przy czym M =

Sup'y* |f‘7 to
/f(z) dz
-

Oblicz f7 ze” dz, gdzie y(t) = 2e7, t € [0, 7].

<Mi), eddie (00) = [ ()]

Niech n € Z. Oblicz catke fv(z —a)"dz, jesli v

(a) jest pétokregiem |z —a| =7, 0 < arg(z —a) < 7 o poczatku w a + r;

(b) jest dodatnio zorientowanym okregiem o $rodku w a i promieniu 7;

(c) jest brzegiem kwadratu o §rodku w a i bokach réwnolegtych do osi uktadu wspdt-
rzednych (n # —1).

d
Oblicz catke fv = j 1

cie 1 i promieniu 2. Wskazéwka: rozktad na utamki proste.

, gdzie v jest dodatnio zorientowanym okregiem o srodku w punk-

Niech f bedzie funkcja ciggly w otoczeniu punktu a € C. Oblicz

lim (2) dz,
e—0 zZ—aQ
Ve

gdzie 7. jest dodatnio zorientowanym okregiem o srodku w a i promieniu e.
Sformutuj i udowodnij wzér na catkowanie przez czesci dla catki wzdtuz drogi.

Niech 71,72 : [0, 1] — C beda drogami zamknietymi, niech w € C oraz

() = (B < lw—=2(t)], datel01].
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(a) Pokaz, ze wzor y(t) = %()—w okresla droge zamknietg w C.
P2(t) —w
(b) Sprawdz, ze |1 —~(t)| < 11 wywnioskuj stad, ile réwna si¢ Ind,(0).

(c) Obliczajac z definicji Ind, (0) wywnioskuj, ze Ind,, (w) = Ind,, (w).

(Funkcje holomorficzne o niezerowej pochodnej zachowuja katy) Niech vy, 79 @ [a, 8] — Q
beda drogami klasy C', niech v, (tg) = ¥2(to) dla pewnego ty € (a,3). Uzasadnij, ze
jesli f € H(S2) ma niezerowa pochodna na €, to f o7, sa drogami w 2. Ponadto jesli
i (to) # 01 75(tg) # 0, to kat pomiedzy drogami ~f i v5 w punkcie 71 (o) jest taki sam,
jak pomiedzy drogami (f o~;)* i (f o~,)* w punkcie f o7(tg). Wskazéwka. Znalezé
wektory styczne do tych drog.

Niech @ = C\{z € C : Rez < 0,Imz = 0}. Dla z € Q okreSlamy funkcje Log

nastepujaco
/ dw
Logz = —.
(1z) W

Sprawdz, ze Log € H(Q) i oblicz pochodng Log’. Uzasadnij, ze exp(Logz) = z, obli-
czajac pochodng funkeji g(z) = exp(Log z)/z. Oblicz Log(1 +1i), Log(exp(3mi/2)). Czy
Log(zw) = Log z + Log w?

Uwaga: Liczbe Log z nazywamy logarytmem gtownym z.

/ e* cos z dz /sin(z —2)dz
L (14 2%)sinz” ) z-2

gdzie v jest dodatnio zorientowanym okregiem o $rodku w 2 + 4 i promieniu /2.

Oblicz catki

Niech p,zp € C oraz f € H(C\ {p}). Niech C(z,r) oznacza dodatnio zorientowany
okrag o srodku w z i promieniu r. Uzasadnij, ze fc(p " f(2) dz nie zalezy od r, oraz ze

[ r@de=ldopn)- [ fe)dz dlar#la -l
C(zo0,7)

C(p,r)

Obliczajac f7 % dla (odpowiednio sparametryzowanej) drogi zamknietej v, ktorej obraz

jest elipsa (RZ—QZ)Z + (112_;)2 = 1, uzasadnij, ze

/2” dt 2
o a?cos?t+b2sin’t  ab’

(Lemat Jordana) Niech 5 >0, >0, D ={z€ C: |z| >ro,Imz > a}, f € C(D) oraz
f(z) = 0, gdy |z] = co. Wowczas
lim | e f(2)dz =0,

r—00
Yr

gdzie 7, jest ta czescia okregu o srodku w 0 i promieniu r, ktéra znajduje sie w D.

e® sin z
¢ g [y
/7 2(z — 2i) = [y 22(z — 2i)3 =

gdzie v jest dodatnio zorientowanym okregiem (a) o srodku w 37 i promieniu 2; (b) o srodku
w —2¢ 1 promieniu 3.

Oblicz catki



