Funkcje analityczne Lista 4
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Uzasadnij, ze dla £ € R zachodzi wzor
itx —a? _ —£2/4
e " dr = /e :
R
Wskazéwka. Mozna catkowaé f(z) = €% po brzegu prostokata o wierzchotkach

w punktach £R, £ R + a: dla odpowiednio dobranego a, nastepnie wzigé¢ R — o0.

Jesli f, € H() jest ciagiem funkcji zbieznym do funkeji f jednostajnie na kazdym
zwartym podzbiorze zbioru €, to f € H(Q).

Jesli Q C C jest otwarty, f € C([a,b] x Q) oraz f(t, ) € H(Q2) dla kazdego t € [a, b], to
funkcja g(z) = f: f(t, z) dt jest holomorficzna na 2. Wskazéwka: Twierdzenie Morery.

Uzasadnij, ze podane funkcje sa holomorficzne

1L otz gt
f(z):/_11+t2dt na C; g(z):/o 1+tzdt na {z: Rez > 0};

o0 etz
h(z):/0 mdt na {z: Rez < 0}.

Jesli f € H(D(a,r)) dla pewnego 7, to a jest m—krotnym zerem funkcji f wtedy i tylko
wtedy, gdy f™(a) =0 oraz f*(a) =0dla0 <k < m.

Zmajdz krotnos¢ zera z = 0 dla funkcji

2

fi(z) = (5 —1)2%  fo(2) =2cos 22 +22 =2, f3(2) = 7 —1;  fi(2) = sin®"4(21).

Czy istnieje funkcja holomorficzna w otoczeniu 0 i taka, ze (a) f(2) = f(—1) = & dla

neN; (b) f(2)=f(-21) =5 dlaneN?

n n

Funkcja f(z) = sin ﬁ ma ciag zer zbiezny do 1, ale nie jest stata. Czy to nie sprzecznosc¢

7 twierdzeniem o zerach?

Zbadaj, czy funkcja f ma funkcje pierwotng na 2, jesli

z

(@) f(z) = 5 @ =D(0,1);
z S
(b) /() = 5. 2=C\D,D);
1
z
Okred] rodzaj osobliwosci funkeji f(2) = " g(z) = !
€Sl rodza) 0sO WOSCI TUNKC] zZ) = 1+€z’ gz —eXpZ_l.

Uzasadnij, ze jesli f € H(C) i f nie jest stata, to f(C) jest gesty w C. Wskazowka.
Twierdzenie Liouville’a.

Jesli f € H(C) i jej czesé rzeczywista lub urojona jest funkcja ograniczona z dotu lub
z gory, to f jest stata. Wskazéwka do jednego z przypadkéw. Twierdzenie Liouville’a
dla funkcji e/.



75. Niech f,g € H(C) speliaja nieréwnos¢ | f(z)| < |g(z)| dla wszystkich z € C. Co mozna
wywnioskowa¢ stad o funkcjach f i g7

76. Niech Q bedzie obszarem w C i f € H(Q2). Przypu$témy, ze funkcja f jest rézna od
statej, i ze | f| ma minimum lokalne w punkcie zy € 2. Co mozna powiedzie¢ o wartosci
funkcji f w punkcie zy?

77. Jesli funkcja f € H(€2) ma zero krotnosci m w punkcie a, to funkcja g(z) = ﬁ ma
w punkcie a biegun rzedu m.

78. Jedli funkcje f,g € H(Q) maja zera krotnosci, odpowiednio, m i n w punkcie a, to

funkcja h(z) = ]gv((g ma w punkcie a:

e biegun rzedu n — m, gdy m < n;

e osobliwos¢ usuwalng w punkcie a, gdy m > n. Ponadto rozszerzenie holomorficzne
h na otoczenie a ma w punkcie a zero krotnosci m — n.

79. Jesli f ma biegun rzedu 1 w punkcie a, to

res(f;a) = lim f(z)(z — a).

zZ—a
Ogodlniej, jesli f ma biegun rzedu co najwyzej m w punkcie a, to

(m—1)
. g a
i) = iy 51

gdzic g(2) = (= — )" f(2).

80. Oblicz residua we wszystkich biegunach dla funkeji

1 22 sin 2z
he) = g—0 kB = bl =g )=t
81. Korzystajac z twierdzenia o residuach oblicz catki
27 it
(a) / e't o dt, dla |a| # 1,
0o et —a
> z?dx o 2 dx T
b D ——— =—|I dzie a* + 6a* + 13 = 0;
()/_m1+x4’ /0 TG g gl edzdedt Gt !
2 1.2 2
sin“t dt dt
T on(2 = V3): = 2r(1-¢eH)7%2, dlale| < 1;
“ /0 2 — cos? w2 = V) /0 (1 4+ ecost)? m(l =& a |el ;
®rsinzxdr 7 * cosxdr Tw > e g,
d _ . _ — ol R:
<)/0 (22 +1)2  4e’ /_OO(1+1:2)3 Se’ /_001—1—332 me t, SER
e dx T
= dzie 0 < a < 1.
(€) /_OO e +1  sin(ar)’ saze “

Wskazéwka do (e): catkowaé po brzegu prostokata o wierzchotkach w £ R, £R + 2.
82. Calkujac e?2 " ! wzdtuz okregu jednostkowego, sprawdz, ze

2T

2m
/ e cos(nt — sint) dt = —,
0 n!

2m
/ e“lsin(nt —sint)dt =0, n=0,1,2,....
0
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Uzasadnij, ze jesli f € C(D'(a, R)) spetnia lim,_,, f(2)(z —a) = A, to

lim/ f(z)dz =iA(B — a),

r—0

gdzie v,.(t) = a +re dla t € [a, 8].

2iz

Catkujac funkcje f(z) = 5— Do konturze ztozonym z odcinkéw (—R, —r) i (r, R)
2

oraz potokregdéw o srodku w 0 i promieniach r, R uzasadnij, ze

 gin? z T
5 doe = —.
0 x 2

Uwaga: tutaj wystarczy twierdzenie Cauchy’ego.

Ile pierwiastkéw ma w {2 rownanie f(z) = 0, jesli

(a) f(z)=2'+32+1,Q=D(0,1) (wsk. tw. Rouché dla g(z) = 3z);
(b) f(z)=2z*+32+1, Q= A4(0,1,2),
(¢) f(z) =sinz —z, Q= D(0,1) (wsk. rozwiniecie sin w szereg potegowy).

Q Przypomnij (z wykladu z Analizy Matematycznej) definicje catki krzywoliniowej zo-
rientowanej w R? oraz twierdzenie Greena. Udowodnij twierdzenie Cauchy’ego:

fe HQ), QC C - gwiazdzisty, v — droga zamknieta w = /f(z) dz =0,
i

uzywajac twierdzenia Greena i réwnan Cauchy—Riemanna; sformutuj potrzebne zatoze-
nia (moga by¢ inne niz w twierdzeniu Cauchy’ego na wyktadzie).

Niech f € H(Q), D(a,r) C Q, v(t) = a + re, gdzie t € [0,2n]. Zaldzmy, ze f # 0 na
~v*. Jak wiemy, dla p = 0, calka
1 ! p
RRVNIEED
2mi )., f(2)

jest rowna liczbie zer funkcji f w D(a,r), liczac wraz krotnosciami. Jaka jest wartosé tej
catkidlap = 1,2,...7 A jaka jest warto$¢ gdy zastapimy z? przez g(z), gdzie g € H(2)?

Napisz ogélng posta¢ homografii, ktore przeksztatcaja

a) punkty —1,0,1 odpowiednio na i, —i, c0;

punkt oo na oo;

trzy rézne punkty a, b, c € C na, odpowiednio, punkty 0, 1, oo;
trzy rozne punkty a, b, co € S? na, odpowiednio, punkty 0, 1, oo;
Q© okrag 9D(0,1) na siebie oraz punkt 0 na punkt 0.

Niech o € D(0,1). Sprawdz, ze homografia
z—«

#alz) = 1—-az

przeksztatca D(0, 1) na siebie oraz punkt « na 0.

QO Jaka jest ogélna postaé¢ homografii, ktore przeksztatcaja dysk D(0, 1) na siebie? Wska-
zowka. Zadania 11, 88(e), 89.

O Znajdz homografie przeksztatcajaca dysk D(0, 1) na pétptaszezyzne {z : Imz > 0}
oraz punkt 0 na punkt .



