Funkcje analityczne Lista 5

92. Sprawdz, ze (zdefiniowana na wyktadzie) funkcja d jest istotnie metryka na C'(Q2). Uza-
sadnij, ze zbieznos¢ w metryce d jest réwnowazna zbieznosci niemal jednostajnej w €.

93. Rozwin funkcje f w szereg Laurenta w podanym pierscieniu.
(a) f(z) = %= na A(—1,0,2), na A(—1,2,00) oraz na A(0, 1, 00);
(b) f(2) = (z2+1)e"* na A(0,0,00); () f(z) = E1"2 na A(0,0, ).
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94. Rozwijajac funkcje f(z) = exp(z + 2z7!) = e*e!/* w szereg Laurenta na A(0,0, o)
uzasadnij, ze - [" €2 cos(nt) dt = Y7, m, dlan=0,1,2,....

95. Zalozmy, ze f(2) = > 07 _a,(z —p)" dla z € A(p,0,7) = D'(p,r), gdzie r > 0
(czyli f ma w p osobliwosé izolowana). Znajdz warunek na wspoétezynniki a,, konieczny
i dostateczny do tego, by funkcja f miata w punkcie p: (i) osobliwosé pozorna; (ii)
biegun rzedu m > 0; (iii) osobliwosé¢ istotna. W przypadku (ii), ile wynosi res(f;p)?
Uzasadnij odpowiedzi.

96. Przypomnijmy, ze catka I'(z) = [[° " 'e~" dt jest zbiezna dlaz > 01 T'(z+1) = 2T (x).

(a) Uzasadnij, ze funkcja I'(z) = 7 t* ™" dt jest dobrze okreslona i holomorficzna na
Q={z:Rez>0}. Uwaga: dlat > 0iw € C okreSlamy t* := e*™!. Wskazéwka:
Twierdzenia Morery i Lebesgue’a o zbieznosci ograniczone;.

(b) Uzasadnij, ze I'(z + 1) = 2I'(z) dla z € Q.

(c) Korzystajac z (b) pokaz, ze funkcje I' mozna rozszerzy¢ do funkcji holomorficzne;
na C\ {0,—1,—-2,...}. Co mozna powiedzie¢ o osobliwosciach funkcji I'?

(d) (i) Oblicz catke
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Propozycja. Calkowaé po konturze ztozonym z odcinkéw (e™/?"R,0), (0, R)
i tuku okregu o érodku w 0 i promieniu R.
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(ii) Podstawiajac w (i) z = (ﬂ—y) , gdzie y € (0,1), uzasadnij, ze
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Przypomnienie. B(p,q) = fol P~ (1—t) 1 dt =T(p)T'(q)/T(p+q) dlap,q > 0.
(ili) Uzasadnij, ze dla dowolnych z € C\ Z
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(e) Wywnioskuj, ze funkcja = rozszerza si¢ do funkcji catkowitej, ktéra ma zera tylko

w punktach 0, —1,—2,.... Znajdz krotnosci tych zer.



