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42. Dhlugos$é wykresu f : [0, 1] — R jest z definicji wahaniem catkowitym funkcji [0, 1] © ¢ —
t +if(t). Udowodnij, ze ta dtugosé jest skonczona wtedy i tylko wtedy, gdy f € BV.
Udowodnij, ze jezeli f jest ciagta i niemalejaca, f(0) = 0, a f, jest czescia osobliwa
funkcji f, to dlugosé wykresu wymosi f,(1) + fol V14 [f(t)]2dt. Tle wynosi dtugosé
wykresu funkeji Cantora (na [0, 1])?

43. Niech X = R2, oraz niech T bedzie rodzing prostokatow
T = (a,b] x (c,d]

i niech 7(T") bedzie polem T'. Niech p* bedzie miarg zewnetrzna otrzymana z 7 i 7 za
pomoca Metody I. Udowodnij, ze p* jest metryczna miarg zewnetrzna (dwuwymiarowa
miara Lebesgue’a).

44. Niech T bedzie rodzina zbioréw zawierajaca () i przedzialy otwarte w X = (—1,1) i
niech 7((a,b)) = |b* — a?|. Stosujemy Metode I otrzymujac p* i Metode IT otrzymujac
- Opisz rodzing zbioréw p*~mierzalnych. Wyznacz p*((0,1)) oraz pg((0,1)).

45. Niech X = R, T zawiera ) i przedzialy otwarte. Niech 7(0) = 01i 7((a,b)) = (b —a)™!
dla wszystkich innych (a,b) € T. Niech py, po beda miarami otrzymanymi z 7 i 7
Metoda I i II, odpowiednio. Uzasadnij, ze ui(E) = 0 dla wszystkich £ C X, oraz
p2(E) = oo dla kazdego zbioru niepustego F C X.

46. Konstruujemy funkcje ciagte f, : [0,1] — [0,1]*: fo(z) = (z,z), fi — jak na rysunku, tj.
fi(z) = (3z,3z) dla x € [0, é], filz) = (% —3x,3x) dla z € [%, %], itd. Parametryzacja
jest zawsze taka, zeby norma pochodnej || f! (x)|| byla stata dla x € (0,1) \ (97"Z).
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Przekonaj sig, ze

(a) Jesli m > n, to funkcja f,, na odcinku postaci [k97", (k + 1)97"] (gdzie k €
{0,1,...,9" — 1}) przyjmuje wartosci w pewnym kwadracie (takim samym dla kaz-
dego m) o boku dhugosci 37". Zatem || fr — folloo < V2-37™

(b) Funkcja f(z) = lim, s fn(z) jest dobrze okreslona i ciagla.

(c) Obraz f([0,1]) jest gesty w [0,1]%, a wiec £([0,1]) = [0, 1]>.

Okreslona powyzej funkcja f nie jest réznowartosciowa. Czy istnieje réznowartosciowa
funkcja ciagla f:[0,1] — [0,1]? taka, ze f([0,1]) = [0, 1]?*?



