Analiza rzeczywista i zespolona

Lista 5

47. Udowodnij nastepujace wtasnosci wymiaru Hausdorffa:
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(a) jesli £ C F, to dimy E < dimpy F}
(b
(c

(d) jesli G C R? jest otwarty i niepusty, to dimy G = d.

) dimg (U2, E,) = sup,cn dimy E,;
) jesli E jest przeliczalny, to dimy E = 0;
)

Wyznacz wymiar Hausdorffa sfery jednostkowej w R3.
Wyznacz wymiar Hausdorffa zbioru Cantora.

Niech F' bedzie zbiorem liczb z przedziatu [0, 1], ktérych rozwiniecie dziesietne nie za-
wiera cyfry 5. Wyznacz dimg (F).

Wyznacz wymiar Hausdorffa krzywej {(z,sin 1) : 0 <z < 1}.

Skonstruuj zbiér o wymiarze Hausdorffa réwnym %
Czy z faktu, ze dimy(E) = 0 wynika, ze F jest przeliczalny?

Udowodnij, ze jezeli f : [0,1] — X jest krzywa ciagta w X oraz 0 < a < b < 1, to
pD(fla,0]) = p(f(a), f(0)).

(Krzywa Kocha). Rozwazamy nastepujace cztery podobienstwa C o skali %:

Si(z) = 32, Sa(z) = %egiz +3, Si(2) = %e‘giz + 3+ \/?g’ Si(z) =32+ 3,
oraz ciag krzywych f, : [0,1] — C okreslony rekurencyjnie: fo(t) =t dla ¢t € [0, 1] oraz
Sio fn(4t), te0,4],
Syo fu(4t—1), tel[i 2]
fn+1(t) = 2 3
Sgofn(4t—2), te [Z’Z]’
Syo fo(4t—3),  tel[31].

(a) Narysuj kilka poczatkowych obrazéw f,([0,1]).

Sprawdz prawdziwos$é¢ nastepujacych stwierdzen (wskazéwka: wiele z nich mozna tatwo
udowodnié¢ indukcyjnie).

(b) fa(0) =0, fu(1) = 1.
(c) Definicja f,41 jest poprawna (tzn. jednoznaczna w punktach 1/4, 2/4 i 3/4) oraz
funkcje f, sa ciagte.

(d) Jesli fn(t) = fur1(t) dla pewnych t in, to fi,(t) = fu(t) dla wszystkich m > n.
(e) fm(fn) = fn(fn) dlam >noraz k=0,1,...,4™

(1) Ifn = Faralloo = %255 Tub || fu = faralleo < 55 (do wyboru).

(g) Istnieje f(t) = lim, o0 fn(t) oraz f jest ciagla na [0, 1].

(h) Funkcja f jest réznowartosciowa.

(i) Funkcja f jest homeomorfizmem pomiedzy [0, 1] a f([0, 1]).

Uwaga: f powyzej nazywamy krzywqg Kocha. Jak pdzniej zobaczymy, dimgy (f([0,1]) =
log, 4, tak wiec z czesci (i) wynika, ze wymiar Hausdorffa nie jest whasnoscig topologiczna
(tzn. nie jest zachowywany przez homeomorfizmy).



