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Lista 1

1. Czy podane wypowiedzi sg zdaniami w logice? Jedli sa, to podaé ich warto$é¢ logiczna:

(a) ,Wroctaw jest stolica Polski”; (b) ,liczba 2016 jest podzielna przez 8”;
(c) ,a? +b? =7, (d) ,tréjkat o bokach 3, 4, 5 jest prostokatny”;
(e) ,25 > 327; (f) ,A =b? —4dac”.

2. Napisaé zaprzeczenia zdan:
a) ,jem $niadanie i shucham radia”;
b) ,kwadrat nie jest pieciokatem”;

(

(

(c) ,stolica Polski jest Gniezno lub Warszawa”;

(d) ,jesli funkcja f jest rosnaca, to funkcja — f jest malejaca”;
(

e) ,liczba jest podzielna przez 6 wtedy i tylko wtedy, gdy jest podzielna przez 2 oraz przez 3”.

3. Ocenié¢ prawdziwosé zdan ztozonych:

(a) ,nleprawda ze funkcja f(z) = 22 jest rosngca na R”;
(b) ,(—1)* = —1 lub 2008 jest liczba parzysta”;
¢) funkcja =sinx + cos (7/12) jest okresowa, a funkcja = 3% — 37" — nieparzysta”;
Ja gz J ) y
(d) ,jezeli Piotr jest ojcem Tadeusza, to Tadeusz jest starszy od Plotra
(e) ,liczba 13579 jest podzielna przez 9 wtedy i tylko wtedy, gdy suma jej cyfr jest podzielna przez 9”.

4. Uzywajac tylko kwantyfikatorow, spdjnikéw logicznych oraz relacji =, #, <, < zapisaé stwierdzenia:

(a) funkcja f nie jest rosnaca na przedziale [a, b];

*Zadania zaczerpnieto z ksiazek: Analiza matematyczna 1 (Definicje, twierdzenia, wzory; Przyklady
i zadania; Kolokwia i egzaminy), Wstep do analizy i algebry oraz Algebra i analiza. Egzaminy na ocene
celujgcq



(b) przedzial [p, q) zawiera punkt x;

nie ma rozwiazan;
x+y=10 azan,;

(c) uktad réwnan {

(d) réwnanie 7 + 32° + 1 = 0 ma tylko jedno rozwiazanie rzeczywiste;

(e) liczba 2017 jest pierwsza.

5. Zbada¢é, czy podane formy zdaniowe z kwantyfikatorami sg prawdziwe:

a)\/mx:27; (b)/\x2+4:17+1>0; (c)/\ \/ 2?4+ =0,
z€R zeR zeR yeR

(d) \/ /\ xy = 0; (e) /\ /\(y<x)\/(y>:17); (f) \/ \/sin:n—l—cosyzo.
yeR z€R zeR yeR zeR yeR

6. Dla par zbioréw A, B C R wyznaczy¢ AUB, ANB, A\ B, B\ A, A°, B
(a) A=(0,5), B=[0,7]; (b) A=(-00,3), B=[-1,00); (c) A={1,2}, B={1,2,3,4}.
Wskazaé te pary A, B, dla ktérych A C B.

7. (P) Funkcje kwadratowe sprowadzi¢ do postaci iloczynowej (jezeli istnieje) i naszkicowaé ich wy-
kresy:

1
(a) f(w) = =" + (b) flz) =22 + 13 (0) fla)=a® + o+

(d) f(z) = 2%+ 2z - 3; (e) f(z) :—2x2—2x+g; () f(x):—a:2—3x—%
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8. Okresli¢ i narysowaé dziedziny naturalne funkcji:

(8) f(2) = g—5—=: (b) fla) = AT () fa) = VIE— ot () fla) = Y22

— 2z —3’ x2+27 x+1

9. Korzystajac z definicji uzasadnié, ze podane funkcje sa monotoniczne na wskazanych zbiorach:
(a) f(z) =32z, Ry (b) f(z) =27, (~00,0].

10. Podaé wzory funkcji ztozonych fo f, fog, go f, g o g oraz okresli¢ ich dziedziny naturalne:

() F@) =2~ 1, o) =30+2  (b) fla) =, glo) =%

(©) f(@) = V7, glz) =" (@) f(z) = |ol, gla) = Va+1.

11. Uzasadnié, ze podane funkcje sg réznowartosciowe na wskazanych zbiorach:
() f) =" R, (b) fz) ==, (0,00).

12.(P) Korzystajac z wlasnosci logarytméw obliczy¢:
(a) logg 3 + logg 12;  (b) logs 18 — logs 2; (c) 9logg V/36;

logy 54 — log, 6

1
(d) 3logy 3 -logs4;  (e) 3logy V3 — 3 log, 3 +3logy 2 —log, 6; (f) log, 27 — log, 9

13. Naszkicowaé¢ wykresy funkcji:

@y=@+Ds  By=VE-Z  (©v= g
1 z—2

@y=2" @u=(5)  ®y=d

(&) y=5+logyz; (h) y = [log100z[; (i) y = log; %-



14. Znalez¢ funkcje odwrotne do funkeji:

(@) f@) =22 ) f@) =3—YaTD (o) flo) =27

xz—1’
(d) f(z) =log(x +2); (e) f(x) =2 (x<0); (") f(x) =2 sgn (x).
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A
15. Na rysunku przedstawiono wykres funkcji y = f(x). Y
Narysowaé¢ wykresy funkcji: 1 y = f(x)
(a) y = f(z) + 3; (b) y = flz+1); .
(c) y=—f(x); (d) y = f(~a); -1 L2 v
() y = f(x)/2; (f) y = f(32); -1
(8) y =If(@)l; (h) y = f(|=])
16. (P) Korzystajac z wykresu funkeji y = sin naszkicowaé¢ wykresy funkcji:
(a) y = sin 3z; (b) y = sin g; (c) y =sin (x + %),
. 1. . ™
(d) y =1+ sinz; (e)y:§sm:p—1; (f)y:s1n2<:n—6>.
17. Naszkicowaé¢ wykresy funkcji:
(a) y=[cosal; (b) y=sinz—|=2=| (c)y=[tga|ctga.
18. Uzasadni¢ tozsamosci trygonometryczne:
14+t 1
(a) 1:%;)[ = tgwoz; (b) sin® @ + cos? & z 1-— 5 sin? 2a; (c) tgar + ctga = oo
2tg — 1-— tg2 —
(d) sinx = 72%; (e) cosx = 7%; (f) cos o — sin? @ = cos 2a.
1+ tg? 5 1+ tg? 5

Dla jakich katéw « sa one prawdziwe?

19. Wyrazi¢ za pomoca funkcji sinus i cosinus o argumentach bedacych wielokrotnosci o funkcje:
(a) sin® a; (b) cos? a; (c) sin? o; (d) cos? a.

20. (P) Podaj wartosci wyrazen:

arc sin (—\/5/2) . (d) arctg V3 — arcctg V3.

2 1
(a) arcsin % +arccos —; (b) arcctgl-arctgl; (c)

2 arcsin 1
21. Okresli¢ dziedziny funkcji:
1
(a) f(z) = arcsin(2x + 1); (b) f(x) = arccos (w2 + 5),
1
(c) f(z) = arctg T (d) f(z) = arcctg2”.
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22. Zbada¢, czy podane ciagi sg ograniczone z dotu, z géry, sa ograniczone:
2
o (b) an = YT T () an=1- Vi

_ ! + L +...+ L
4l 41 4242 T 4n g

(a) an = 3 —2sinn’

(d) ap=vn+8—+vn+3; (%) ay

3



23. Zbada¢, czy podane ciagi sag monotoniczne od pewnego miejsca:

2n+1 n n!
@) o= (b) n = ST () an = 1gu-
(d) ! (&) an = — o ) an= Va2 +1-n
ap = —4————! e = = —n.
"2 —6n+10’ "on 430 "
24. Korzystajac z definicji granicy witasciwej lub niewladciwej ciagu uzasadnié réwnoéci:
3—n 1 . n
(a) Jim —— =—1; (b) Jim 7= = 0; (c) Jim 2" = oo,

25. Korzystajac z twierdzen o arytmetyce granic ciagéw obliczy¢ granice:

3n—1 . on+1 P42 +1

() i g ) i o () i, g
30 1 n
(n?+2)" 143 +...+(2n—-1) sl —_qn
@ ™ O T e 0 s g

(&) lim (n*+1)nl+1
& il 2n+ D+ 1)

26. Korzystajac z twierdzenia o trzech ciagach obliczy¢ granice:

(a) lim 2n+(_1)n; (b) lim M (c) lim V34 sinn;

; N ET TR 1 1 1
nL“;OV‘+ @ Jm s T T/

27. Obliczy¢ granice z liczbg e:

(h) lim (\/n2+4n—|—1— \/n2+2n); (i)

(@) Jim (1+%)3"_2; o) i (Z2)7 ) g () g (2

n—oo

5n + 1

)" <5n—|— 1
2n

@ m (DY (52)" 0 m (SER) gy g (D2

28. Korzystajac z twierdzenia o granicach niewlasciwych ciggdéw obliczy¢ granice:
2
. n +1 . . 4 3 2 . . n
(a) Jim — (b) Jim (n —3n° —2n° — 1), (c) Jim (1+2

_ 3”)’

/ — |

n—oo  nl42
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n—oo arcctgn

29. Korzystajac z definicji Heinego granicy wtasciwej lub niewlasciwej funkcji uzasadnié¢ réwnosci:

2
lim(z — 2)° = 1; lim = = 0; li = o0.
(a) lim (2 —2)° = 1; (b) lim — =0; (c) lim —— =00
30. Korzystajac z twierdzen o arytmetyce granic funkcji obliczy¢:
) 2 —1 _ r? -1 .tz . a® -8
(&) :}:1—>ml 22—z +1 (b) xlin}l 2?2 +4x +3’ (c) xli)H()l+ N (d) ;1_)1% 2t — 16’
2? — 5z +4 Vo —2-2 27 4+ 1
. ) : ) P .
(@ fim e O lm e ()t (VP Tra) () Jim o

tg? 1 in? Va2 2 1
&; (j) lim &; (k) lim vrtrrtz i <
z—01 — cosx T—00 r+1 z—1

— 24 1
(a) lir%:nsgnzn; (b) 111%2:0; (c) lim r-Z (d) lin%]:n arctg o

)



32. Korzystajac z twierdzenia o trzech funkcjach uzasadnié¢ réwnosci:

1 24si
2arctg— =0; (c) lim +s;nx =
x

T—00 T

. 1 .
(a) lim VT cos i 0; (b) lim &

r—0

33. Korzystajac z granic podstawowych wyrazen nieoznaczonych obliczy¢:

sin” g sin(z — 4) arcsin 2z
(2) :}:l—r% 22 (b) :}:13"411 VT —2 ; (c 420 arc tgx ;
1 cos HT e3r — 1
; 2 . . ; .
(d) fim 2”arcte x’ (€) xl—lglg cos 3z’ ®) :}:13% sin 2z
. In(1+ ) 111(3:2—3)' N
e G 1
% . C x . J 1 + - v 1 -
() lim (1+20)" (9 lim [1 + tg(20)] "7, ) tm V2 VI,
34. Znalez¢ asymptoty pionowe i uko$ne funkcji:
23+ 22 223 r—3
(o) 1) = S5 ) 1) = o5 g5 (© 1) =
V1+a? 37 227 + sin
(d) f(#) = ——; (e) f(z) = 77— (f) flz) = ———;
x 3% —2 T
cos T . z4+1) Vo =2
(&) flx) = (1) f(2) = 2 — are tga: () () = EHDVEZ2
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35. Dobra¢ parametry a,b € R tak, aby podane funkcje byty ciagte na R:

-1 dlax <0, a ar’+1dlazr < —1,
—+1 dlaz < —1,
(a) f(z) = at+bsinzdla0 <z <w/2, (b) fx)=42 (¢) flx)=q22z dla-1<z<0,
1 dlaz > 7/2; b-2zdazr>—1; 3 +br dlaz > 0.

Naszkicowaé wykres funkeji z przykladu (a).

36. Wyznaczy¢ punkty nieciggloéci podanych funkeji i okresli¢ ich rodzaj:
x+2

7$2+$+2d1ax7€1,2 ; 1dl 20
(a) f(z) =10 dla z =1, (b) fla) =3 By TATT
0 dla x = 0;
1 dla z = 2;
! dla = # 0 1 ! dl 0
(©) fz) = { W(a?) ~In (a2 +1) L) f@)={ ey A A0
0 dla x = 0; 0 dla z = 0.
37. Uzasadnié, ze podane réwnania maja jednoznaczne rozwiazania we wskazanych przedziatach:
5
(a) 2 4+ 62 —2=0, [0,1]; (b) zsinz =7, [2%, ;}, (¢) 2 —2x =sinx, [O,g];
1
(d) 21 +z —1=0, [5,1]; (e) 3° +x =3, [0,1]; (f) 2% =1, [0,1].

Wyznaczy¢ rozwiazania réwnania (a) 0.125.

38. Korzystajac z definicji obliczyé¢ pochodne funkcji:

(0) f@)=at (e R);  (b) f(2) = = (x#0);

3

(¢) flz)=Vz (>0);  (d) f(z) =cosz (z €R).
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39. Badajac pochodne jednostronne rozstrzygnac, czy istnieja pochodne podanych funkcji we wska-
zanych punktach:

(a) f(x) = ‘x2 —x|, z9g=1; (b) f(z)=sinz- sgn(x), zo=0; (c) f(z) = min{x2, 1}, ro = —1.
Naszkicowa¢ wykresy tych funkcji.

40. Zbadaé z definicji, czy podane funkcje maja pochodne niewlasciwe w punkcie xg = 0:
(a) f(a) =3 — Iz (b) f() = \/|sinal.

41. Zaktadajac, ze funkcje f i ¢ maja pochodne wlasciwe na pewnym przedziale, obliczy¢ pochodne
funkcji:

22
@u=2i(3): oy=LE (©) v = ()
(d) y = f(z)cosg(x); (e) y=1/f*(x)—g*(x); (f)y=arctg[f(z)g(z)];
e 1), (1
(g) y=1 o) (h)y—tgg(x)7 (i) y=f( )g(x)-
42. Korzystajac z regul rézniczkowania obliczy¢ pochodne funkcji:

241 et+1
(a)y:ﬁ; (b) y = 3cosx + tgx; (C)yzsinx;
@y= (a4 ) e (€) y = (1+ ¥7) te v (f) y = " axctg;
(g)y=1In (sim2 x+ 1); (h) y = {/arcsin (22); (i) y = e
()= gz 09 y= (= +1)" ) y = (sina) (0 <z <)

/
43.* Korzystajac z twierdzenia o pochodnej funkcji odwrotnej obliczy¢ ( f _1) (vo), jezeli:

(a) f(z) =z +Inz, yo=e+1; (b) f(z) =cosz — 3z, yo=1;

(c) f(x) = Vo + Vo + Vo, yo=3; (d) f(x) =a® +3%, yo=4.

44. (P) Napisa¢ réwnania stycznych do wykreséw podanych funkcji we wskazanych punktach:

(@) f() = aresin . (LAWY () fla) =ln (4 €), O.FO) (o) Fw) ==, (T (F));
(d) f(z) =VZZF1, (3.F3)): (o) fla) = 11—2 (V2.7 (v2)): (®) f(@) =€, (20,1).

45. (a) Napisa¢ réwnanie stycznej do wykresu funkcji f(z) = 2% — 2z 4 5, ktéra jest réwnolegta do
prostej y = 2x + 3.
0

(b) Wyznaczy¢ styczna do wykresu funkcji f(z) = /&, ktéra tworzy kat 17 osia Ox.
(c) Znalezé réwnanie stycznej do wykresu funkcji f(x) = xlnz, ktéra jest prostopadla do prostej
20+ 6y —1=0.

1
(d) Znalez¢é réwnanie stycznej do wykresu funkceji f(z) = z arctg —, w punkcie jego przeciecia z prosta

x
mx = 4y.
(e) Znalez¢ réwnanie stycznej do wykresu funkeji f(z) = sin 2z — cos 3z w punkcie jego przeciecia z
osia Oy.



46. Korzystajac z reguty de L’Hospitala obliczy¢ granice:

™
Insin —x
- In(274+1 . . x —arctgw
(a) Jim %Q (b) lim — 2 (c) Jimy ——5——
o2 —102+49 . Incoszx .
(@) lim = 1 () i cos 3z () Jim, @ arcctg z;
. . x N 1 1
(&) lim zlne; (b) Bm (r—o)te 5; (i) JYim, (ﬁ - P)
- 1 . 1 1 . .
6) Jim (- ctee); 09 tim (o + 7)) () lim (~In)*;
2 x
(m) Jim <% arctgx) ; (n) :cli,%l+ 1+ z)n7, (o) h(m), (tg )2 .
r— (5
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47. Znalezé¢ przedzialy monotonicznosci funkeji:
4 3
1
(a) f(x) =23 — 3022 + 225z; (b) f(:n):%—%—xz; (c) f(x):4:17+5;
3 z?2—1 _a3p
(@) (@) = 57— (©) flx) = Y (f) f(z) = 2e
— ln? 2 _ T : _
(8) f(x) = 0?3 () () = () (@)= ——.
48. Znalezé¢ ekstrema lokalne funkcji:
1 27
(a) f(w) = ° — 4a*; (b) () =+ (©) fla) ="
2 z+1
(@) f(2) = (@ + e (@) f(x) = 7 () f(2) = |¢* — 52 — 6]}
(g) f(z) =zlnx; (h) f(z) = V3x — a3 (i) f(a:):2arctga:—ln(1+a:2).
49. Znalez¢ wartodci najmniejsze i najwieksze podanych funkcji na wskazanych przedziatach:
z+1
(a) f(:E) = 2333 - 15:172 + 36337 [17 5]a (b) f(:E) = xQ—_’_lv [_47 2];
(c) f(@) = (x = 3)%!, [-1,4]; (d) f(z) =1 |9-2%, [-5,1];
(e) f(z) = 2sinz + sin 2, [0, gﬂ']; (f) f(z) = 1_1_1|$| +2—|1—x’ [—1,2].
50.(P) Obliczy¢ f/, f” funkgji:
2 e’
(4) f(w) = 427 — 50 + 22 (b) () =~ = (©) f) =
(d) f(z) = arctgx; (e) f(z) = sin® x + cos® x; (f) f(x) =23 Inx.
51. Okresli¢ przedziaty wypuklosci oraz punkty przegiecia wykresu funkcji:
3
—T. — x .
() f@) =2le =~ D=3 (b) flx) = ae ™ (©) J(@) =
_ 2\ __1 _ 23 .
(d) f(z) = (1+2?); () f(a) = 7= () f(2) =z — 52* — 4lna];
(8) f(a) =sinz + ¢ sin2r: (0) fa) =55 G) fa) =
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52. Zbada¢ przebieg zmiennosci podanych funkcji i nastepnie sporzadzi¢ ich wykresy:

(0) J(a) = (&~ 1(x +2): (0) 7a) = -2 (© fl) = Y
(@) fr) =32~ =5 (©) fla) = VT =22, (f) f(a) = o=
(2) f(x) = ze2®; (h*) f(x) = sinzx + sin 3x; (i) f(x) =2*Inz.

53. Platforma wiertnicza jest zakotwiczona na morzu 10 km od prostoliniowego brzegu. Ropa z plat-
formy bedzie dostarczana rurociagiem do rafinerii potozonej nad brzegiem morza, 16 km od punktu
brzegu najblizszego platformie. Koszt utozenia 1 km rurociggu na dnie morza wynosi 200 000 euro, a
na ladzie — 100 000 euro. Do ktérego miejsca na brzegu nalezy doprowadzi¢ rurociag, aby koszt jego
budowy byt najmniejszy?

1 » Rafineria

16 km

54. Prostopadlocienny kontener ma mieé pojemnoéé 22.50m? i kwadratows podloge. Koszt 1m?
blachy potrzebnej do wykonania podtogi i pokrywy wynosi 20 zl, a $cian bocznych — 30 zt. Jakie
powinny by¢ wymiary kontenera, aby koszt jego budowy byl najmniejszy?

55. Jaki powinien by¢ kat « przy wierzchotku tréjkata rownoramiennego o danym polu, aby promien
kota r wpisanego w ten tréjkat byt najwiekszy?

/2

S\

56. Jakie powinny by¢ wymiary a, b prostokatnego pola o powierzchni S, ktérego jednym naturalnym
bokiem jest prostoliniowy brzeg rzeki, aby na jego ogrodzenie zuzy¢ jak najmniej siatki?

b

57. W parabole o réwnaniu y = 4 — 22 wpisano prostokat, w sposéb przedstawiony na rysunku.
Zmalez¢ wymiary prostokata, ktéry ma najwieksze pole.
LY

/\ y=4-a

=
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58. Napisa¢ wzory Taylora z resztg Lagrange’a dla podanych funkcji f, punktéw xg oraz n :

() f0)=a® 2o = —Lin=4 (b) f@)=— 20 =1n=2

(¢) f(z)=sin2z, zp =7, n=3; (d) f(z)=¢", 20=0,n=05.
59. Napisa¢ wzory Maclaurina z n-ta reszta Lagrange’a dla funkcji:

(a) f(z) = Sing; (b) f(x) = coshz; (¢) f(x) = cosx; (d) f(z) = .

60. Oszacowaé¢ doktadnosci podanych wzoréw przyblizonych na wskazanych przedziatach:

(a) tgz ~ z, |z| < - (b) cos?x ~ 1 — 22, |z| <0.1;

12’

r  a? 2?2 28
() Vi+ax~1+ 2" g |z < 0.25; (d) In(1 —2) = —z — CREEY |z| < 0.1.
61. Stosujac wzor Maclaurina obliczy¢:
1
(a) e doktadnoécia 1073; (b) v/0.997 z doktadnoécig 1073;
(c) In1.1 z doktadnoscia 10~%; (d) sin0.1 z doktadnoscia 107°.
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62. Przyjmujac w definicji calki oznaczonej podzial réwnomierny obliczy¢:

1 3
(a) /(21‘ — 1) dx; (b) /x2 dx.
Wskazdéwka. Zastosowaé odpowiednio wzory
(a) 1+2+...+n= n(n;l), (b) 142 4. +n’= —"(”+1)6(2”+1).

63. Korzystajac z twierdzenia Newtona-Leibniza obliczy¢ catki:

2 1
<a>/(ﬁ+%) dz; <b>0/§;}dx;

W [0 e 0 f(-Bek)em 0
—1 1

64. Korzystajac z definicji calki oznaczonej oraz faktu, ze funkcje ciaglte sa calkowalne uzasadnié
rownosci:
PB+25+. . 4nd 1 1
(a) lim reretn =—; (b) lim [ <
n

n—00 nt 4 n—00

tg? x de.

o\\ \@

7T+ 27T+ n nw)}_z
COS2n COS2n COS2n =

n—oo

(c) lim [n—\l/ﬁ (\/1+n+\/2+n+...+\/m>] :%(2\/5—1).

65. Obliczy¢ podane calki nieoznaczone:

@ [ (242 -5vF) @z v U0 0 [ 5

(d) /M (e) /de; (f) /296 —5

cosx —sinz’ VT 10*




66.* Znalezé funkcje f, jezeli:

(a) f' (332) = % (x > 0); (b) f'(3%) =37 (z € R); (c) f'(sinz) =sinz (x € R).

67. Obliczy¢ pola obszaréw ograniczonych krzywymi:

(2) y=20—a% x+y=0; (b)y=w27y=%x27y=3x; (C)yzé,yzw,yzﬁl;
(d)yzl,y:x;il; (e)y=2%, y=2, z = 0; f)y=x+sinz, y==z, (0 <z <27);
(g) y =ma’, x=my* () ya' =1, y=1,y=16 () y’=-z, y=2-6,y=-1, y=4

Lista 12

68. Korzystajac z twierdzenia o catkowaniu przez czeéci obliczy¢ calki nieoznaczone:

(a) /a:e_?’xdw; (b) /(x—i—l)?exdx; (c) /\/Earctgﬁdx; (d)/ xdx

cos?
arccos = dx
(e) /x2 sin x dz; f) | ——; (g) /ln(a:—i— 1) dx; (h) /arccosa:dw;
vVr+1
(i) /e2xsinxdx; () /sinxsin?)a:da:; (k) /siancosa:dw; (1) /cosxcos5wdw;

(m) /sin2$d$; (n) /cos4ajd3:; (o) /ln (1 —1—3:2) dx; (p*) /:Esinznem dx.

69. Metoda catkowania przez czesci obliczy¢ catki oznaczone:

1 1 e
1
(a) /me‘m dzx; (b) /3:26290 dzx; (c) /%dl‘;
21 0 e
Y s 1
(d) /xsin2a:da:; (e) /x(l + cos z) dx; (f) /arcsinxdx.
0 0 0

70. Stosujac odpowiednie podstawienia obliczy¢ caltki nieoznaczone:

0 [ 0 [T 0 [ S0 [ o

© [ a5 0 [G-300ar (@) [V @) 5

chz’ 2—1—\/5;

O e e N = Fe

e2r 41’ 3—2cosx’

71. Obliczy¢ catki oznaczone dokonujac wskazanych podstawien:

T 3
d
(a) /Sinxecowdm, cos T = t; (b)/ Tar s l+x =t
z+1
0 1
1 e

(c) /3:\/1—1—3:(13:, Vitz=t (d) /ln:nd:n, Inzx =t;
1

0
I p 3 vy

(e) /736 x =t (f) /\/9—x2dw, x =3sint; (g) / ¢ a , ef =t
0 0 0

10



72.(P) Obliczy¢ calki z utamkéw prostych pierwszego rodzaju:

dx dx 5dx 8 dx
(a/kx—$ﬁ ®)/;IE;(®/X2—MP;(® 9z +20°

Lista 13

73. Obliczy¢ catki z utamkéw prostych drugiego rodzaju:

dx (6x + 3) dx (4 + 2) dx (x —1)dx
™ . (b V)R, el M? PR O | )8
Q)/w2+¢v+%’ ()/a¢+x+4’ k)/wl—Mw+2W ) | 5z 76072

74. Obliczy¢ catki z funkcji wymiernych:

(x +2)dz / 22 dx / dx / ot dx

(a)/ z(x —2) (b) z+1 (c) (x —1)a?’ (@) z2 -9’
dz (dx +1)dx 2dx dx

(e)/($2+1)($2+4)’ ()/23:24—:13—1—1’ (g)/:132—|—6x—|—187 ()/:L"(x?—él)’
. (5 —4z)dx . / 2?2 dx / dx / xdx

o Ser w2 .
(1)/w2—4x+20’ ) 22 +2x+5 () z(22+4) ) zt—1
75. Obliczy¢ catki z funkcji trygonometrycznych:
(a) / sin® z da; (b) / sin' z cos® z du; (c) / cos’ z du;
(d) / sin® x cos® x du; (e) / cos® x cos 2z dx; (%) / sin? 2z sin® z dz.
76. Obliczy¢ catki z funkcji trygonometrycznych:

dx . l+tga dx .

(a)/sinx—i-tgx’ (b)/ cos d; (C)/1+2cos2x’

sin? x dx dx sin® x dx
q) [ 2noraer : p [ rde
(d) 1+cosx’ () 1—tga’ ()/ cosdx ’

dx dx dx

(g)/cosx’ ( )/singn—i-cosac7 (1)/3sinw+4cosw+5
Lista 14
77. Obliczy¢ pola obszaréw ograniczonych krzywymi:
(a) Vz+y=1 2=0, y=0; (W4y=ﬁ,y=;£;p (c)y=Ihz, z=e y=-1L

(d)y=tgz, y=ctgz (0<z<7/2); ()y=VI—22y=1y=2; (f)y=2"y=4" y=16.

78. Obliczy¢ dtugosci krzywych:

x
1
e+1,2<x<3; b)y=22 0<z<1; (c)y=2Va3, 0<z <1l

x° 1

1 1
(e) y =e", §ln2<$<§ln3; (g)y:E—l—@, 1<z<2 (h)yy=1—-Incosz, 0 <z <

79. Obliczy¢ objetosci bryt powstatych z obrotu figur 1" wokdt wskazanych osi:

2 Ou:
\/m? y7

, 0<y<tgz, Ox; (d) T:0<z<1, 2? <y <V, Oy;

=1
(2) y =1In——

™
1

(a) T:0<2<2, 0<y<2z—2% Ox; (b)T:0<x<V5, 0<y<

(c¢) T: O<x<%

11



1
(e) T: 0<z<1, 0 <y <a®, Oy; (f) T:1<2<3, 0<y < =, Oy;
x
4
(g) T:1<2z <4, — <y<b—=z, Ox; (h) T:0<x <%, 0<y<sinz+4cosz, Ox;
T
() T:0<z<m 0<y<sinz,y=2; () T:0<x<1, 0<y<z—2z° =2

80. Obliczy¢ pola powierzchni powstatych z obrotu wykreséw funkcji f wokot wskazanych osi:

(a) f(x) =cosz, 0 < x < g, Ox; (b) f(z) =v4d+=z, —4<z<2, Ox;
(¢) f(z) =Inz, 1 <z < V3, Oy; (d) f(z) =]z =1 +1, 0<z <2, Oy;
(© f@) = VI=a% ~1<2 <1, On (1) fa) = Vo (1-3). 1< <3, O
@ f@ ="t 1<z<i0. 06 () f@=1. 0<z<VE O

81. (a) Sita rozciagania sprezyny jest wprost proporcjonalna do jej wydluzenia (wspo6tezynnik pro-
porcjonalnoéci wynosi k). Obliczy¢ prace jaka nalezy wykonaé, aby sprezyne o dlugosci [ rozciagnaé
do dtugosci L.

(b) Zbiornik ma ksztalt walca o osi poziomej. Srednica walca D = 2m, a dlugo$¢ L = 6m. Ob-
liczy¢ prace, jaka potrzeba wykonaé, aby opréznié zapelniony catkowicie woda zbiornik. Otwér do
opréznienia zbiornika znajduje si¢ w jego goérnej czeéci. Masa wiaéciwa wody v = 1000 kg /m3.

82. (a) Punkt materialny zaczal poruszaé sie prostoliniowo z predkoscia poczatkowa vy = 10m/s
i przyspieszeniem ag = 2m/s?. Po czasie t; = 10s punkt ten zaczal poruszaé¢ sic z opéznieniem
a1 = —1m/s?. Znalezé polozenie punktu po czasie to = 20s od chwili rozpoczecia ruchu.

(b) Dwie czastki elementarne poltozone w odlegloéci d = 36 zaczynaja zblizaé sie do siebie z predko-
$ciami odpowiednio v, (t) = 10t + 3, v,(t) = 6t, gdzie t > 0. Po jakim czasie nastapi zderzenie tych
czastek?

12



Przykladowe zestawy zadan z kolokwidéw i egzaminow

W rozwiazaniach zadan nalezy opisa¢ rozumowanie prowadzace do wyniku, uzasadni¢ wyciagniete
wnioski, sformulowaé¢ wykorzystane definicje, zacytowaé¢ potrzebne twierdzenia (podaé¢ zalozenia i
teze), napisaé¢ zastosowane wzory ogélne (z wyjasnieniem oznaczen). Ponadto, jesli jest to konieczne,
nalezy sporzadzi¢ czytelny rysunek z pelnym opisem. Skreslone fragmenty pracy nie beda sprawdzane.

I kolokwium

Zestaw A
51‘
5 — 25

1. Wyznaczy¢ wszystkie asymptoty wykresu funkeji f (x) =

2. Sformulowaé twierdzenie o trzech ciggach i nastepnie obliczyé granice lim {/37+1 4 22n+1,
n—oo

_arctgw

3. Napisa¢ réwnanie stycznej do wykresu funkcji f (x) = w punkcie zg = /3.
x
) ... sin(2? —4)
4. Obliczy¢ lim ———=.
iczy¢ granicg lim ———— 2
Zestaw B
1. Obliczy¢ granice lim (\/ n*+nd3+1-— n2) )
n—oo
2. Wyznaczy¢ dziedzine naturalna funkcji f () = eV 22—2% Nastepnie obliczy¢ jej pochodna.
3. Sformulowaé twierdzenie Bolzano i uzasadnié, ze réwnanie 2 +x = 5 ma tylko jedno rozwigzanie.
4. Obliczy¢ granice mlinolo [z(In(l+2)—Inz).
Zestaw C

r+a dlax <0,
e’ —1

T
b2 —2dlal <z

1. Dobraé parametry a,b € R tak, aby funkcja f (x) = dla 0 < z < 1, byla ciagla na R.

3n + 2) tan=5

2. Obliczy¢ granice nlim (3 )
- n

o0

3. Zmalez¢ réwnanie stycznej do wykresu funkeji f (x) = xe™®, ktora jest rownoleglta do prostej
2
y = e-.

In (2% — 8).

4. Obliczy¢ granice lin%)) 3
T— T —

Zestaw D
1. Znalezé dziedzine naturalng funkcji f (x) = arcsin (22 — 3) i obliczyé¢ f'(x).
2. Sformulowaé twierdzenie o trzech ciagach i zastosowac je do obliczenia granicynli_)nolo Vn3 +2n2 4 3.
224 — 23

3. Znalez¢ wszystkie asymptoty funkcji f(z) = —5——.
T2+ x

4. Napisaé¢ réwnanie stycznej do wykresu funkeji f(z) = e’ 1w punkcie (o, 67) .

13



IT kolokwium
Zestaw A

T —arctgx
1. Korzystajac z reguly de L’Hospitala obliczy¢ granice lin% 72’?;
T— X

2. Wyznaczy¢ najmniejsza i najwicksza warto$é¢ funkeji f(z) = na przedziale [0, 2].

22—z +1
27

3. Catkujac przez czesci obliczy¢ catke oznaczona / x Ccos g dx.
0

4. Obliczy¢ objetosé bryly powstalej z obrotu wokét osi Ox figury ograniczonej krzywa y = sinx i

2
prosta y = il (0<z<7/2).
™

Zestaw B

1
1. Wyznaczy¢ przedzialy monotonicznosci funkeji f(z) = — + Inx.
x

2. Poda¢ wymiary prostokatnej dzialki wytyczonej z obszaru w ksztalcie poétkola o promieniu R
tak, aby miata ona najwieksze pole.

2+ /z
Vr+1

pierwotna F' funkcji podcatkowej spelniajaca warunek F'(1) = —.

3. Przez podstawienie zz = t> (¢ > 0) obliczy¢ calke / dx. Nastepnie wyznaczy¢ funkcje

3
4. Obliczy¢ calke nieoznaczona funkcji f(z) = sin? z.
Zestaw C
3
1. Wyznaczyé ekstrema lokalne funkcji g(x) = arctgar — x — %

1 1 3
~1— x4 —2? dla |z| <0.1.
Vo +1 2 8 o] <
3. Obliczy¢ pole obszaru D ograniczonego krzywymi y = \/z, y = 2 — 22 i prosta = 0. Sporzadzi¢
rysunek.

2. Oszacowaé¢ dokladnos$é wzoru przyblizonego

. Sprawdzi¢ otrzymany wynik.

1
4. Obliczy¢ calke nieoznaczona funkcji f(x) = S
x x

Zestaw D

|
1. Wyznaczy¢ przedzialy wypuklosci oraz punkty przegiecia wykresu funkeji f(z) = %
x
63:(: + 6—31‘ —9

2. Korzystajac z reguty de L’Hospitala obliczy¢ granice lin%) 5
Tr—

X

w

. Obliczy¢ pole obszaru D ograniczonego krzywymi: 32 = z, x 4+ y = 2. Sporzadzié¢ rysunek.

N

. Calkujac przez czeéci obliczyé catke nieoznaczona / xrarcctgx dx.

14



Egzamin podstawowy

Zestaw A
1. Obliczy¢ pole obszaru D ograniczonego przez krzywe: y = Inz, x = €2, y = —1. Sporzadzié
rysunek.
d
2. Metoda podstawiania obliczy¢ catke / \/i f
x
2.9_
3. Obliczy¢ granice lim M
n—oo\/n2 44 —n
4. W przedziale [—3, 4] wyznaczy¢ warto$¢ najmniejsza i najwigksza funkcji f(x) = xv/25 — 2.
5. Obliczy¢ granice lim (1 — z)¥"7%,
r—1—
6. Dobra¢ parametry p, ¢ tak, aby funkcja
Flz) = e*+x dla = <0,
T 2?4 prtqgdla0<a
miala pochodng w punkcie zg = 0. Narysowaé wykres otrzymanej funkcji.
Zestaw B
-2 -3
1. Znalezé asymptoty wykresu funkeji f(z) = (z-2) :El
x —
. (4z +6) dz
2. Obliczy¢ calk / Br+h)ew
feoye ke | 3 +4x + 13
o sin (5z°)
. ¢ 1 .
3. Wyznaczy¢ granice lim sin (222) sin (329
4. Obliczy¢ objeto$é bryly ograniczonej powierzchnia powstata z obrotu wykresu funkeji f(z) =
sinz (0 <z < 7) wokol osi Ox.
5. Znalez¢ przedzialy monotonicznosci funkeji f(z) = 23 1n z.
3 2 !
6. Wyznaczy¢ granice nh—>H<;lo ( nn—; (n)'(i I) ) .
Zestaw C
1. Obliczyé¢ calk@/ z?sinz d.
2. Znale7¢ ekstrema funkeji f(x) = (z — 3)e”.
3. Obliczy¢ pole obszaru ograniczonego przez krzywe: y = 322 — 6z, y = 6 + 3z — 322, Sporzadzié
rysunek.
3
4. Wyznaczy¢ réwnanie stycznej do wykresu funkcji f(z) = rwm ktéra jest prostopadlia do
x
prostej x 4+ 2y — 3 = 0.
5. Obliczy¢ granice ciagu @, = Vn2 +5n+2 —Vn2+3n + 1.
6. Korzystajac z reguly de [.’Hospitala obliczyé¢ granice li%1+(— In z)*.
Tr—
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Zestaw D

1.

. Wyznaczy¢é przedzialy wypuklosci i punkty przegiecia wykresu funkcji f(z) = (2 — z)e

. Wyznaczy¢ wszystkie asymptoty wykresu funkeji f(z) =

Obliczy¢ pole obszaru ograniczonego przez wykres funkeji y = sinz (0 < x < m) oraz prosta
y = 1/2. Sporzadzié rysunek.

2x

2
d
ObllCZYé Calk@/ #{Ew—i_%

. Pokazaé, ze rownanie x 4+ Inx — 2 = 0 ma tylko jedno rozwiazanie.

(2" +1) (3" +2)
6" +5 ’

Obliczy¢ granice nlingo

Egzamin poprawkowy

Zestaw A
1. Obliczy¢ granice ciagu a, =n (n —Vn?— 1) .
A : : . . z(r —1)
2. Wyznaczy¢ dziedzine naturalna, asymptoty i naszkicowaé¢ wykres funkcji f(z) = 3
"L‘ J—

3. Wyznaczy¢ przedzial, na ktérym funkcja f(x) = (x2 + 2z — 1) e~ " jest jednoczesnie rosnaca i

wypukta.
4. Obliczy¢ pole obszaru ograniczonego osiami uktadu wspolrzednych, wykresem paraboli y = 243

i styczna do niej w punkcie o odcietej o = 3. Sporzadzi¢ rysunek.
5. Ile materiatu stracimy wycinajac z blachy w ksztalcie potkola o promieniu R prostokat o naj-

wiekszym polu?

In(2arctgx) dz
6. Podstawiajac arctgz = t, a nastepnie catkujac przez czesci, obliczy¢ catke / ( I g2 ) .
x
Sprawdzi¢ poprawno$¢ otrzymanego wyniku.
Zestaw B
2
4
1. Obliczyé¢ catke z funkcji wymiernej % Sprawdzi¢ otrzymany wynik.
x x
222 + 22+ 1
2. Wyznaczy¢ asymptoty pionowe i ukosne wykresu funkeji f(z) = % oraz starannie go
x —

naszkicowac.
3. Wyznaczy¢ przedzial (jezeli istnieje), na ktérym funkcja f(z) = v/z Inx jest jednoczesnie rosnaca

i wypukta.
4. Obliczvé . 1

. iczy¢ granice ciagu z,, = .
" on (, /92n +1— 2n)
5. Obliczy¢ granice 111%1+ tg2zInz.
r—

6. Obliczy¢ pole obszaru ograniczonego wykresami funkcji: y =0, y = Inzx, y = In(1 — z).
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Zestaw C

1.

x($+1)‘

Wyznaczy¢ dziedzine naturalna, asymptoty i naszkicowaé¢ wykres funkcji f(z) = )
T

. Obliczy¢ granice ciagu a, = \/n(n+1) —n.

. Wyznaczy¢ przedzial, na ktérym funkcja f(x) = (:172 — 6x + 2) e’ jest jednocze$nie malejaca i

wklesta.

. Narysowaé i obliczyé pole obszaru ograniczonego osia Ox, wykresem funkcji y = 2 i styczna do

niego w punkcie o odcietej xg = 3.

7 kawalkéw blachy w ksztalcie kota o promieniu R wycinamy prostokatne podktadki. Wyznaczy¢
ich wymiary tak, aby odpady byly najmniejsze.

. Podstawiajac sin ¢ = ¢, a nastepnie catkujac przez czesci, obliczy¢ catke / sin z cos x arc tg sin x dzx.

Sprawdzi¢ poprawno$¢ otrzymanego wyniku.

Zestaw D

1.

2.

Obliczy¢ granice lim+ xln (tgx).
z—0

322 +4x—5
Wyznaczy¢ asymptoty pionowe i ukos$ne wykresu funkcji g(x) = ;—73 oraz starannie go
— 3z
naszkicowac.
Obliczy¢ granice ciagu y, = 3n (\/ dn? — 1 — Qn) .

3

1
. Wyznaczy¢ przedzial (jezeli istnieje), na ktérym funkcja g(x) = % + arc ctg — jest jednoczesnie
x

rosnaca i wklesta.

Obliczy¢ pole obszaru ograniczonego krzywymi: y = Inz, y = In? z.

x
Obliczy¢ catke z funkcji wymiernej 5- Sprawdzi¢ otrzymany wynik.

_ bz
4 —9x
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Egzamin na ocene celujaca (luty 2016 r.)

1. Pokazaé, ze dla pewnej liczby naturalnej n rozwiniecie dziesietne \/n zaczyna sie ukladem cyfr
2016, a bezposrednio po przecinku ma 7 ,siédemek”. Pozostale cyfry rozwiniecia moga by¢
dowolne.

2. Jakie wartosci moze przyja¢ granica

/(=)
oot f(z)

gdy f jest funkcja ciagla na przedziale [0,1) i dodatnia na (0,1)?

3. Znalez¢ wielomian, ktéry tylko w —1 i 2 ma ekstrema lokalne wlasciwe (odpowiednio minimum
i maksimum), a ponadto tylko w 0 ma punkt przegiecia.

4. Niech funkcja f bedzie ciagla i nieujemna na przedziale [a,b] (a > 0). Wyprowadzi¢ wzér na
objeto$é bryly powstalej z obrotu obszaru {(z,y) :a <z < b, 0 <y < f(x)} wokét osi Oy. Ko-
rzystajac z niego obliczy¢ objetoéé torusa, tj. bryly powstalej z obrotu kota o promieniu r wokét
osi oddalonej o R (R > ) od jego $rodka.
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