Funkcje analityczne Lista 1

Rozwazamy rzut stereograficzny z bieguna N = (0,0,1) sfery S? = {(z,y,2) € R? :
r?+y*+2% = 1} na plaszczyzne réwnika {(z,y,0) : =,y € R}, ktéra utozsamiamy z R? (lub C).
W ten sposéb dostajemy odwzorowanie T ze sfery bez bieguna S? \ N na plaszczyzne R2.
Uzupehiajac R? o dodatkowy ,punkt w nieskonczonoéci” oo mozemy rozszerzy¢ T’ do bijekeji
pomiedzy S? a R?U {oo} (lub C := C U {oo}). Dokladniej, dla (x,y, z) € S? przyjmujemy

(&7132)7 gdyz#la
00, gdy z = 1.

1. © Uzasadnij, ze podany wyzej wzor na T jest zgodny z interpretacja geometryczna.

2. Sprawdz, ze odwzorowanie odwrotne 7! : R? U oo — S? jest dane wzorem

T '(c0) =(0,0,1), T x,y) = (2z,2y, 2> +y* — 1), (2,y) € R,

22 +y?+1

w szczegolnosci T istotnie jest bijekcja.

Okregiem w R? U {oo} nazywamy kazdy okrag z R?, prostqg w R* U {occ} nazywamy kazda
prostg z R? uzupekiong o punkt oo.

Okregi w S? okre§lamy standardowo: kazdy okrag w S? jest przekrojem S? i pewnej
ptaszczyzny Ax + By + Cz+ D = 0, gdzie |D| < VA% + B2 + C2.

3. Uzasadnij, ze jesli E C S? jest okregiem, to obraz T'(E) jest okregiem lub prosta w R?U
{o0}. Ponadto kazdy okrag i kazda prosta z R? U {oo} jest postaci T(F) dla pewnego
okregu E C S%. Wywnioskuj stad, ze T~! przeksztalca okregi i proste w R? U {oo} na
okregi w S2.

4. (Inwersja wzgledem okregu jednostkowego) Rozwazmy nastepujace odwzorowanie R? U

{o0} w siebie

I(00) = (0,0),  I(0,0) = oo, [(x,y):(inyQ,xziy2), dla (x,y) # (0,0).

Sprawdz, ze I(I(p)) = p (skad I jest bijekcja R?U{oo});

1)l - 2.yl = 1 dia (2,) € B2\ {(0,0)}. Uza- b 1)
sadnij poprawno$¢ konstrukcji I(p) przedstawionej na
rysunku.

5. Jakiemu odzworowaniu sfery S? odpowiada inwersja z poprzedniego zadania? Doklad-
niej, chodzi o zidentyfikowanie odwzorowania 7-'o o T : §? — S2.

6. Wywnioskuj z wyniku poprzedniego zadania, ze inwersja (na R?* U {oc}) zachowuje
rodzine okregow i prostych, tzn. przeksztalca kazdy okrag na okrag lub prosta i prze-
ksztatca kazda prosta na okrag lub prosta.

Na S? rozwazamy standardowa metryke euklidesows i przenosimy ja za pomoca T’ na
R? U {oo} (lub C). Doktadniej, niech

d(a,b) :== || T ' (a) — T ()|, dla a,b € R* U {oo}.



Sprawdz, ze dla 21, zo € C zachodzi

2|z — 2
d(Zl,ZQ) = |Zl 22|

= , d(z1,0) = ———.
Vial + 1]z + 1 VialP+1

. Odwzorowanie T jest izometria z S% na (C, d). Przestrzeni metryczna (C, d) jest zwarta.

. Metryka d obcigta do C generuje taka sama topologie jak metryka euklidesowa. Réwno-

waznie, dla kazdego ciagu z, € C zachodzi (d(z,,9) = 0 <= ||z, — g|]| — 0). Ponadto
d(z,,00) = 0 wtedy i tylko wtedy, gdy |z,| = oo.

_az—l—b

Homografig nazywamy odwzorowanie f : C — C postaci f(z) = , gdzie a,b,c,d € C

+d

oraz ad — bc # 0. Przyjmujemy przy tym, ze f(oo) = a/c i f(—d/c) = oo, gdy ¢ # 0;
f(o0) = o0, gdy ¢ = 0.
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Kazda homografia jest ztozeniem odwzorowan postaci g(z) = 1/z oraz h(z) = Az + B.

Homografie sg ciagle (jako przeksztatcenia (C,d)). Odzworowanie odwrotne do homo-
grafil istnieje i tez jest homografig. Zbior wszystkich homografii jest grupa przeksztal-
cen C.

Homografie zachowuja rodzine okregow i prostych. Wsk. Zadania 6 i 10.

Wykaz, ze funkcje Re, Im, | - |, z — Z sa ciagle na C.

O Zatézmy, ze funkcja f : [a,b] — C jest ciagla na [a,b] i rézniczkowalna na (a,b) (co
oznacza, ze ciagle i rozniczkowalne sa funkcje Re f oraz Im f; f' = (Re f) 4 i(Im f)).
Udowodnij, ze
|f(b) = f(a)] < [b—al sup [f'(2)].
te(a,b)

(Wsk. wystarczy rozwazy¢ przypadek, gdy f(b) — f(a) jest rzeczywiste — dlaczego?)
Pokaz na przykladzie, ze na ogdl nie istnieje punkt ¢ € (a,b) taki, ze f(b) — f(a) =
(b —a)f'(c). Poréwnaj z twierdzeniem Lagrange’a.

Zmajdz czesé¢ rzeczywisty, urojona i modut liczby :1,)]3;
Zbadaj zbieznos¢ szeregow
WY ) YL (0 STV @)Y e e |2 < 1.
n=1 n=1 n=1 n=1
Znajdz wszystkie z € C, dla ktorych zbiezny jest szereg
WY BE wY om0 (H)

Szereg Y | z, jest bezwzglednie zbiezny wtedy i tylko wtedy, gdy szeregi >~ Re z,
oraz y .~ Imz, sa bezwzglednie zbiezne.
Jesli -7 |z, jest bezwzglednie zbiezny, to Y o7 22 jest tez bezwzglednie zbiezny.

n=1 n=1"n

Jesli 3777 | 22 jest bezwzglednie zbiezny, to Y - e jest tez bezwzglednie zbiezny.

n=1"n n=



