Funkcje analityczne Lista 3

Funkcje wyktadniczg exp okreslamy nastepujaco

o0 n

z
exp(z) = Z 7 ZE€ C.
n=0
Definicja ta jest poprawna, tj. powyzszy szereg potegowy jest zbiezny na C. Nastepnie
definiujemy funkcje trygonometryczne wzorami
exp(iz) — exp(—iz) exp(iz) + exp(—iz)

5 , COsz = 5 ,

sin z = ze€C.

Na wyktadzie udowodnimy, ze exp(z+w) = exp(z) exp(w) dla dowolnych z, w € C. Nastepne
zadania nalezy rozwiazaé korzystajac (tylko) z tego wzoru, z definicji funkeji exp, cos, sin
i poprzednich zadan.

43. Zauwaz, ze funkcje exp, sin i cos sg holomorficzne na C i oblicz ich pochodne.
44. Q Obcigcie funkcji exp do R jest funkcja dodatnia i Scisle rosnaca.

45. O Korzystajac ze wzoru exp(z + w) = exp(z) exp(w) wyprowadz wzor na cos(z + w)
oraz sin(z + w). Uzasadnij, ze cos? z + sin? z = 1.

46. © Uzasadnij, ze obciecia funkcji sin i cos do R sg funkcjami o wartosciach rzeczywistych.
Sprawdz, ze cosO0 = 1, cos2 < 0 i wywnioskuj stad, ze istnieje najmniejsza liczba
dodatnia ty, dla ktorej costy = 0. Definicja: m = 2t,.

47. Q Uzasadnij, ze funkcje sin i cos sa monotoniczne i dodatnie na (0,7/2). Oblicz ich
warto$ci w punktach 0, 7/2, m, 2w. Uzasadnij, ze funkcje sin i cos sa 2m-okresowe,
a funkcja exp jest 2mi-okresowa.

48. Odwzorowanie t — exp(it) przeksztalca R na okrag jednostkowy {z € C: |z| = 1}.
49. exp(z) = 1 wtedy i tylko wtedy, gdy z/(27i) € Z.

50. Dla dowolnej liczby z € C mamy exp(z) # 0. Jesli w € Ciw # 0, to w = exp(z) dla
pewnej liczby z € C.

51. (Postaé¢ trygonometryczna liczb zespolonych) Dla dowolnej liczby zespolonej z € C
istnieje liczba t € [0, 27) taka, ze

z = |z| exp(it) = |z|(cost + isint).

Dla liczb z # 0 liczba t jest wyznaczona jednoznacznie, nazywamy ja argumentem
gtownym liczby z i oznaczamy t = Arg z.

52. Oblicz cosi, sini, cos(i + m/2); © oblicz wartosci funkeji sin i cos w punktach 7/6, 7/3,

/4.

53. Sprawdz bezposrednio, ze funkcje exp oraz sin spetniajg réwnania Cauchy-Riemanna.

54. Oblicz pochodne funkcji (a) f(z) = exp(==);  (b) g(z) = sin®(22) exp(iz).

sin z



