Analiza rzeczywista i zespolona Lista 1

Niech M bedzie o-ciatem podzbioréow zbioru X.

Funkcje p: M — [0, oo] nazywamy miarg, lub miarg dodatnig, jesli jest o-addytywna oraz
p(0) = 0.

Funkcje p : M — C nazywamy miarg zespolong, jesli jest o-addytywna.

Zwrbéémy uwage, ze nie kazda miara dodatnia jest miara zespolona, bo [0, 00| nie jest
podzbiorem C.

Dla miary zespolonej p okreslamy jej wariacje (miare wariacji) || wzorem

nl(E —supZm EeM,

gdzie supremum jest wziete po wszystkich rozkladach {E;} zbioru E, tj. po przeliczalnych
rodzinach {E;} zbioréw z M, ktére sa parami roztaczne oraz speliaja |J;o, E; = E.

1. Sprawdz, ze jesli u jest miarg zespolong, to u(0) = 0 oraz |u|(0) = 0.

2. Udowodnij, ze kazda miara zespolona p jest postaci u = py — o + i3 — ijtq, gdzie p;
sa skonczonymi miarami (dodatnimi). Czy to przedstawienie jest jednoznaczne?

3. Podaj przyktad miar zespolonych g, pe, okreslonych na tym samym o-ciele podzbio-
row zbioru X i takich, ze |Rep|[(X) = [Imuy[(X) = |[Repa|(X) = |Imps|(X), ale
| (X)) # |pal(X). Wskazowka: za X mozna wziaé zbiér dwuelementowy.

4. Udowodnij, ze dla dowolnych liczb zespolonych z1, zs, .. ., 2, istnieje podzbiér S zbioru
{1,2,...,n} taki, ze

n

| = éZ|Zj| :
=1

5. Udowodnij, ze miara zespolona u na X ma skoficzone wahanie catkowite: |u|(X) < oo.
Wskazéwka: Jezeli |p|(E) = oo to istnieje rozbicie £ na A i B takie, ze |u(A)] > 11

|1l (B) = oo.

6. Udowodnij, ze jezeli f € LY (X, ), to u(FE fE x)po(dz) jest miara zespolona.
Opisz sktadniki rozktadu p = py — po + zug iy 1 podaj dystrybuante miary u, gdy
(X, o) = (R, dx).

7. Czy (|z|? A1) — 1 jest dystrybuanta miary zespolonej na R?

0. Jesli A, € M jest monotonicznym ciagiem zbioréw, a p miarg zespolona na M, to
p(lim A,) = lim p(A,).

8. Zbiér miar zespolonych na (X, M) z norma ||p|| = |©](X) jest przestrzenig Banacha.
Wskazowka: Rozwazy¢ szereg miar bezwzglednie zbiezny.

9. Pokaz, ze istnieja malejace zbiory E; C R takie, ze (| E; = {z}, ale E; nie zbiegaja
dobrze do x.

10. Oblicz pochodng Dy dla miary pu(E) = [, {/1/x dx na prostej.

11. Istnieje ciagla monotoniczna funkcja f na R, ktéra nie jest stata, ale f/ = 0 p.w. [Rudin,
przyktad 8.20(b)]



