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Wskaz btad w nastepujacym rozumowaniu. Niech G C R bedzie niepustym zbiorem
otwartym. Woéwczas G = J,cr(@n, byn), gdzie T C N jest pewnym zbiorem indekséw,
za$ (an, by,), gdzie —oo < a, < b, < 00, jest rodzing parami roztacznych przedziatéw.
Poniewaz brzeg kazdego przedziatu (a,,b,) jest co najwyzej dwupunktowy, wiec brzeg
G jest przeliczalny, a wiec miary Lebesgue’a zero.

Czy prawda jest, ze kazdy zbiér otwarty G C R ma brzeg miary zero?

Niech f,g € L'(R? m). Wykaz, ze
/ |f(z —y)g(y)| dy < oo, dla p.w. z € R
R4

Dla takich x przyjmujemy fxg(z) = [pa f(x—y)g(y) dy (f*g nazywamy splotem funkcji
fig). Uzasadnij, ze
1 gller < 1 Fllzellgll e

Wsk. Twierdzenie Fubiniego; kwestia mierzalnosci jest dosé subtelna (zob. Rudin, tw.

7.14).

Dla f € LP(R? m) okreSlamy przesuniecie wzorem f,(r) = f(x —y). Uzasadnij, ze gdy
1 < p < 00, to odwzorowanie

R? > 2+ f, € LP(RY m)

jest jednostajnie ciggte. Wsk. Najpierw uzasadnij to dla funkcji f € C.(R?) (cigglych
o nosniku zwartym).

Jedli f € LP(R4, m), g € L1(R%, m), gdzie 1 < p,q < oo oraz ]%+$ =1, to splot fxg
jest dobrze okreslony i ciagly na RY.

Jezeli A, B C R, m(A) > 0 oraz m(B) > 0, to A + B zawiera nietrywialny odcinek.
(Jest to lemat Steinhausa. Wsk. Uzy¢ punktéw gestosci lub splotu.)

Niech C' bedzie zbiorem Cantora. Czy C + C' zawiera przedzialt?

Podaj rozktad Lebesgue’a miary Lebesgue’a na [0,2] wzgledem miary Lebesgue’a na
1, 3].

Jezeli miary o-skonczone spetniaja nierownosé 0 < v < pu, to dv = fdu, gdzie 0 < f <1
(1 pw.).

Podaj |v|, jezeli v(E) = [, fdu, dla miary > 01 f € L'(p).
Jezeli 11 jest miarg zespolona, to dp = hd|u|, gdzie |h| = 1.

Uzyj twierdzenia Radona-Nikodyma dla dowodu rozktadu Hahna miary rzeczywistej
(skonczonej).

Niech (X, A, u), (X, F, 1) beda o-skonczonymi przestrzeniami miarowymi, i niech F be-
dzie pod-o-algebra A. Dla kazdego u € L'(.A) istnieje (warunkowa warto$¢ oczekiwana)

u” € L'(F) o whasnodci,
/ufdu:/ud,u, FeF.
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