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Dla funkcji f : R — C oznaczamy przez T jej funkcje wahania catkowitego, okreslong
wzorem

Ty(x) = SUPZ |f(x5) = fzj-1)], r €R,

gdzie supremum brane jest po wszystkich N i wszystkich —oco < 2 < 21 < ... < zy = .
Moéwimy, ze f ma wahanie ograniczone, jesli Ty jest funkcjg ograniczong; piszemy f € BV
oraz Vi (R) = lim, o Ty(z).

Jedli f € BV jest lewostronnie ciagta w kazdym punkcie R oraz lim f(z) = 0, to piszemy

T——00
f e NBV.
Dla funkcji f : [a,b] — C okreslamy podobnie T¢(x) dla z € [a,b], tym samym wzorem
co wyzej, ale tym razem supremum bierzemy po a < g < 21 < ... < axy = z. Jesli T} jest

ograniczona na [a, b], to piszemy f € BV([a, b]) oraz Vi([a,b]) = TF(b).
Przez AC([a, b]) oznaczamy zbiér wszystkich funkeji absolutnie cigglych na [a, b], tj. takich,
ze n n
Ve > 030> 0(ay,8) Cla, bl > (B —ay) <6 = > _|f(B) — flay)| <+,
=1 =1
przy czym przedzialy («;, 5;) powyzej sgg parami rozigczne. ’

24. Niech p bedzie miara rzeczywista (tj. znakowana miara skoficzona), a A miara zespolong
na X. Woéwczas p L X wtedy i tylko wtedy, gdy p= L X oraz ut L A

25. Jezeli f(x) = p((—o0,x)) dla pewnej miary zespolonej i, to f jest ciagta w tych i tylko
tych punktach z, dla ktorych p({z}) = 0.

26. Funkcje monotoniczne na R maja wszedzie granice lewo i prawostronne, a zbiér punktow
nieciggtosci jest co najwyzej przeliczalny.

27. Niech f: R — C. Jezeli z <y iTy(y) < oo, to |f(y) — f(x)] < |Tr(y) — T¢(x)|.

28. Funkcja f : R — R jest réznicg dwdch funkeji monotonicznych wtedy i tylko wtedy, gdy
flia) € BV([a, b]) dla dowolnych —oo < a < b < oo.

29. Jezeli f € NBV, to Re f,Im f € NBV.
30. Jezeli f,g € BV, to fg € BV.

31. Udowodnij, ze dla a,b > 0 funkcja

~ Ja%sin (z7?) dla z € (0,1],
f@)_{ 0 dla x=0,

ma wahanie ograniczone na [0, 1] wtedy i tylko wtedy gdy a > b.

32. Niech f : [a,b] — R iniech ¢ € (a,b). Udowodnij, ze f € BV ([a,b]) wtedy i tylko wtedy,
gdy f € BV(la,c]) i f € BV([c,b]). Ponadto, jezeli f € BV ([a,b]), to Vi([a,b]) =
Vi(la, ) + V([e, b)) dla dowolnych a < ¢ < b.

33. Udowodnij, ze obciecie funkcji absolutnie ciagtej do przedziatu ograniczonego jest funk-
cja o wahaniu ograniczonym na tym przedziale. Podaj przyktad funkcji f, ktora jest
absolutnie ciagta, ale f ¢ BV (na R).
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Jedli f.9 € AC([a.b]), to fg € AC([a,b]) oraz [} f'gdx = (f9)(b) ~ (f9)(a) — [, fo/ d.
Sprawdz, ze BV(R), BV(][a, b]) oraz AC(R) i AC([a,b]) (zdefiniowane w naturalny spo-

séb) sa przestrzeniami liniowymi.
Sprawdz, ze V;(R) jest norma na NBV. Czy jest to tez norma na BV?
Jesli f € AC(R), to V¥(R) = [, |f'(x)| dz (kazde z tych wyrazen moze by¢ co).

Przestrzen AC([a,b]) z norma

I191= [ (s + 17 @) do

jest przestrzenig Banacha.

Wiemy, ze jesli i jest dodatnig miarg borelowska na R, skoriczong na zbiorach zwartych,
to

p(E) =inf{u(G) : G D E i G jest otwarty} = sup{u(K) : K C E'i K jest zwarty}.

Udowodnij, ze jesli p; (j = 1,2) sa miarami zespolonymi na R i zbiér E jest borelowski,
to istnieje ciag zbioréw otwartych G,, D E takich, ze p,;(G,) — p;(E) przy n — oo.
(a) Znajdz f € NBV i stala c takie, ze f(x) = arctgz +sgnx + ¢ dla p.w. = € R.
(b) Podaj rozktad f na cze$¢ osobliwa i absolutnie ciagta.
(¢) Podaj rozktad miary p odpowiadajacej funkcji f na czesé osobliwa i absolutnie

ciggta; jaka jest gestos¢ czesci absolutnie cigglej?

Przedstaw funkcje f(z) = max(0,1 — |z|) jako réznice dwdch funkeji rosnacych naleza-
cych do przestrzeni N BV'; rozwiazanie moze by¢ na rysunku.

Niech f € AC(la,b]) i g(x) = |f(z)[P dla p > 1. Sprawdz, ze pochodna ¢'(x) istnieje w
prawie kazdym punkcie z € [a,b] i oblicz ja. Czy mozna tu korzystaé z twierdzenia o
pochodnej funkcji ztozone;j?



