Funkcje analityczne Lista 2
21. Zbadaj zbieznos¢ ciagdéw
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23. Jesli istnieje granica lim,,

potegowego Y > a,(z — p)™.
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24. Znajdz promienie zbieznosci szeregéw potegowych
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25. Zbadaj zachowanie szeregéw z zadania 24(a), (b), (g), (h), (i) na brzegach ich két
zbieznoSci.

26. Rozwin w szereg potegowy >~ a,(z — p)" funkcje f, gdzie
1 .
() /(2) = ooz p =0, (b) f(z) = - oz p =1, (¢) J(z) =
Jakie sg promienie zbieznosci otrzymanych szeregow?
27. Uzasadnij, ze szereg potegowy » >~ Z:—; jest zbiezny jednostajnie na D(0,1).
28. Stosujac twierdzenie Lebesgue’a o zbieznosci ograniczonej, oblicz granice
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(b) lim0 Yo gan(z+w)" dla z € D(0,r), przy zalozeniu, ze szereg » °  a,z" jest
w—
zbiezny na D(0,7).
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29. Znajdz naturalne dziedziny i pochodne funkcji (a) f(z) = Z3Z—+1, (b) f(2) = %
n=1

30. Sprawdz, czy funkcja f(z) = Z spelnia réwnania Cauchy-Riemanna.

31. Oblicz pochodne (wszedzie tam gdzie istnieja) funkcji: (a) f(z) = 22—z, (b) f(2) = |2|?,
(c) (=) = 7—=, sdzie a € C
¢) f(2) = T—— gdziea e C.
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32. Jedli f € C*(Q) (jako funkcja dwéch zmiennych rzeczywistych) oraz Af = 55 + e
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33. Funkcje f nazywamy harmoniczna na zbiorze €2, jesli Af = 0 na 2. Wykaz, ze funkcja
holomorficzna na €2, a takze jej czesci rzeczywista i urojona sg harmoniczne na €2.



Przypomnienie: Niech X, Y beda przestrzeniami metrycznymi. Zbiér A C X nazywamy
spognym, jesli dla dowolnych roztacznych zbioréw otwartych Gi,Go C X takich, ze A C
G1 U Gy zachodzi ANGy = (0 lub AN Gy = (0. Funkcja f: X — Y jest ciagla, jesli dla
dowolnego zbioru otwartego G C Y zbior f~1(G) := {z € X : f(z) € G} jest otwarty w X.
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Obraz zbioru spdjnego przez funkcje ciagta jest zbiorem spéjnym.

Q Zbioér otwarty G C C jest spojny wtedy i tylko wtedy, gdy kazde dwa punkty tego
zbioru mozna potaczy¢ tamana zawarta w G. Wsk. Niech xqg € G @ niech E bedzie
zbiorem punktow G, ktore mozna polgczyé z punktem xy tamang zawartg w G. Pokazad,
ze E oraz G\ E sq otwarte.

Jesli Fe HQ)i f=F' € C(Q), a~ jest droga w € o poczatku w a i konicu w b, to
/f(z) dz = F(b) — F(a).
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Niech v bedzie odcinkiem o poczatku w punkcie 1 i koncu w punkcie 3+ 1. Oblicz catke
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z definicji oraz z zadania 35

Jedli f € H(Q)1 f =0na, to f jest stala na kazdej sktadowej spdjnosci zbioru 2.
Jesli v : [a,b] — C jest droga, a f zespolona funkcja ciagta na v*, przy czym M =
sup,- | f], to

< Me(y),  gdde ((y) = / (1) dt.

[ f(2)dz

Sformutuj i udowodnij wzér na catkowanie przez czesci dla catki wzdtuz drogi.

(Funkcje holomorficzne o niezerowej pochodnej zachowuja katy) Niech v1, 79 : [a, 8] — Q
beda drogami klasy C*', niech 74 (tg) = v2(to) dla pewnego tg € (a,3). Uzasadnij, ze
jesli f € H(§2) ma niezerowa pochodna na €, to f o, sa drogami w §2. Ponadto jesli
Yi(to) # 01 75(tg) # 0, to kat pomiedzy drogami ~f i 5 w punkcie v; (o) jest taki sam,
jak pomiedzy drogami (f o~1)* i (f o~2)* w punkcie f o vy(tg). Wskazdwka. Znalezé
wektory styczne do tych drog.



