Funkcje analityczne Lista 6
87. Niech F(z) =) > fa2", gdzie (f,) jest ciagiem Fibonacciego okreslonym wzorami

Jo=fi=1,
froio = fo1+ fn, dlan=0,1,....
(a) Sprawdz, ze szereg okreslajacy F' ma dodatni promien zbieznosci.
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(b) Uzasadnij, ze 22F(2) + 2F(2) = F(2) — 1, czyli F(z) = =
—z—z
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obliczajac residua w pozostatych biegunach oraz granice

(¢) Z ogdlnej teorii wiemy, ze f, = res( = ;O). Oblicz to residuum
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gdzie Cgr(t) = Re™, t € [0, 27].
Uwaga. Zwykle uzywalismy twierdzenia o residuach do obliczania calek. Tutaj postgpujemy odwrotnie: obliczamy bezposrednio
catke i z twierdzenia o residuach dostajemy residuum.

88. Przypomnijmy, ze catka I'(z) = [ t"'e~" dt jest zbiezna dla z > 01 T'(z+1) = 2T (x).

(a) Uzasadnij, ze funkcja I'(z) = [;7t* 'e~" dt jest dobrze okreslona i holomorficzna na
Q= {z:Rez>0}. Uwaga: dlat > 01iw € C okreSlamy t* := e*™™*. Wskazéwka:
Twierdzenia Morery i Lebesgue’a o zbieznosci ograniczonej.

(b) Uzasadnij, ze I'(z + 1) = 2I'(2) dla z € Q.

(¢) Korzystajac z (b) pokaz, ze funkcje I' mozna rozszerzy¢ do funkeji holomorficzne;j
na C\ {0,—1,—-2,...}. Co mozna powiedzie¢ o osobliwosciach funkcji I'?

(d) (i) Oblicz catke
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Propozycja. Calkowaé po konturze ztozonym z odcinkéw (e™/?"R,0), (0, R)
i tuku okregu o srodku w 0 i promieniu R.
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(ii) Podstawiajac w (i) z = (%) , gdzie y € (0, 1), uzasadnij, ze
-y
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Przypomnienie. B(p,q) = fol tr 1 (1—t)tdt = T'(p)L'(¢)/T(p+q) dlap,q > 0.
(iii) Uzasadnij, ze dla dowolnych z € C\ Z
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)01 —2) =

sinmz
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(e) Wywnioskuj, ze funkcja = rozszerza sie do funkcji catkowitej, ktéra ma zera tylko

w punktach 0,—1,—2,.... Znajdz krotnosci tych zer.



