1 Liczby zespolone (przypomnienie)
Rozwazamy R? = {(z,v) : z,y € R} z dzialaniami
(1, 31) + (22, 42) = (21 + 22,91 + 1),

(x1,y1) - (@2, y2) = (X122 — Y1Ya, T1Y2 + T2y1).

Jest to cialo; elementami neutralnymi sa: 0 = (0,0) (dla dodawania) oraz
1 =(1,0) (dla mnozenia). Oznaczamy to cialo przez C.
Oznaczenia, wlasnosci

e i = (0,1), mamy > = (0,1) - (0,1) = (—1,0) = —1 i wtedy (z,y) =
(2,0) 4+ (0,y) =z - (1,0) +y - (0,1) =: z + yi.

e Dla z = x + y1, gdzie z,y € R okreslamy

Z=z—vyi, |z|=vx?2+y? Rez==z, Imz=y.

Mamy

2Z = (x +yi)(x — yi) = 2° — ziy +iyr — i%y? = 22 + oy = |2]?,

z T — Yl Rez+,—Imz
_— = = VA
Z 2+ P

1
z
e Dlan € N={1,2,...} piszemy, jak zwykle

ZO — 1, Zn—i—l = " 2, ST — (Z_l)n.

2 Metryka na C (przypomnienie)
TWIERDZENIE 1. Dla z,w € C ¢ a > 0 mamy
|z +w| <|z|+|w|, |az|=alz|, |¢|=0 = 2z=0.
Innymi stowy, | -| jest norma na C, a d(z,w) = |z — w| — metryka.
Dowdd. Latwy (zob. wyklad/éwiczenia z algebry). O
UWAGA 2. Jesli zj, = xp + yit, gdzie .,y € R, k=1,2, to
d(21,22) = /(31 — 22)2 + (Y1 — y2)?,

czyli d jest metrykq euklidesowqg na C = R2.

Przypomnimy (z kursu z topologii) szereg wlasnosci i poje¢ dotyczacych
przestrzeni metrycznej (C,d) (w skrocie C), a przy okazji ustalimy pewne
oznaczenia.

e Mdéwimy, ze ciag (z,) zbiega do g € C, jesli
Ve >0 dng Yn>ng |z, —g| <e.
e Méwimy, ze ciag (z,) jest ciagiem Cauchy’ego (w C), jesli

Ve >0 3ng Ym,n >ng |zm — 2,| <e.
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e Fakt: C jest przestrzenig metryczng zupelng, tzn. kazdy cigg Cau-
chy’ego jest zbiezny.

e (ciag (z,) zbiega do g € C) <= (Imz, — Img oraz Rez, — Reyg).

o Jedli limz, = 2z, limw, = wia € C, to lim(z, + w,) = 2z + w,
lim(az,) = az, lim(z,w,) = 2w.

e Dyskiem o Srodku w z5 € C i promieniu r > (0 nazywamy zbior

D(zy,r)={2€C:|z— 2| <r}

e Whnetrze zbioru £ C C
IntE={z€C:3p>0 D(z,p) C E}.

Moéwimy, ze zbidr E jest otwarty, gdy F = Int E. Wnetrze zbioru E
jest najwickszym zbiorem otwartym zawartym w F.

e Domkniecie zbioru £ C C
E=C\Int(C\ E).

Moéwimy, ze zbiér E jest domkniety, gdy E = E, albo réwnowaznie, gdy
C \ E jest otwarty. Domkniecie zbioru E jest najmniejszym zbiorem
domknietym zawierajacym FE.

e Brzeg zbioru £ C C B
OE=ENC\E.

3 Funkcje zespolone, cigglto$é (przypomnie-
nie)
W tym rozdziale niech E C Ci f: E — C.

DEFINICJA 3. Mowimy, zZe zyg € C jest punktem skupienia zbioru E, jesli
20 € E\{z0}. Jesli zy nie jest punktem skupienia E, ale zg € E, to z
nazywamy punktem izolowanym zbioru E.

PRZYKEAD 4. 0 jest jedynym punktem skupienia zbioru E = {1,1/2,1/3, ...},
al,1/2,1/3,... sq punktami izolowanymi E.

DEFINICJA 5. Jesli zyg € C jest punktem skupienia E, to mowimy, ze f :
E — C ma granice g w punkcie zo (ozn. g =lim, ., f(2)), jesl

Ve>0 30>0VzeFE (0<|z—2|<d = |f(2) —g| <e).

FAKT 6. (g = lim,,,, f(2)) <= (dla kazdego ciggu (2,), z» € E\ {20},
zbieznego do zg mamy lim, . f(2z,) = g).

DEFINICIA 7. Mowimy, ze f: E — C jest ciagta w punkcie zy € E, jesli

Ve>0 30>0VzeE (|z—2| <6 = |f(z) — f(z0)] <e).



FAkT 8. Funkcja f : E — C jest ciggla w punkcie zg € E wtedy 1 tylko
wtedy, gdy zy jest puktem izolowanym E, lub gdy zy jest punktem skupienia
zbioru E oraz

lim f(2) = f(20).

Z—20
Oznaczenie: C(E) = {f: E — C: f jest funkcja ciagla}.

TWIERDZENIE 9. (a) Jesli f,g € C(E), a € C, to funkcje f + g, fg, af
sq ciggle.

(b) Jesli f: Ey — Es, g: Ey — C sq ciggle, to go f € C(E).
(c) Jesli f € C(E) i f#0 na E, to funkcja 1/f € C(E).

PRZYKLAD 10. o [Funkcje Re, Im, | -|, z +— Z sq ciggle na C (dowdd na
¢wiczeniach).

e Funkcje stale oraz f(z) = z sq ciggle na C. Sted z czesci (a) i (b)
tunerdzenia 9 otrzymugjemy, ze kazdy wielomian

P(z)=a,z"+ ...+ a1z +ag, a,#0,
jest ciggty na C, a kazda funkcja wymierna
f(z) =P(2)/Q(z), gdzie P,Q sq wielomianami,

jest ciggla na swojej dziedzinie, czyli na {z € C: Q(z) # 0}.

4 Szeregi zespolone (przypomnienie)

DEFINICJA 11. Niech (ay) bedzie ciggiem liczb zespolonych. Mowimy, Ze
szereg Y oo, ay, jest zbiezny, jesli cigg sum czeSciowych s, ==Y ,_, ax jest
zbiezny. W takiej sytuacji granice limy, o Sn, nazywamy suma szeregu y oo, ay
i oznaczamy Yy peq G = LMy Sp.

Szereq, ktory nie jest zbiezny nazywamy rozbieznym.

Mowimy, ze szeregy - | ay, jest bezwzglednie zbiezny, jesli szereg > -, |ax]|
jest zbiezny.

Przypomnijmy twierdzenia znane z analizy.

TWIERDZENIE 12. o Jesli szeregiy po, ak, O peq bk S zbieine, to zbieiny
jest tez szereq Y oo (ag +bg) orazy oo (g +bg) =D po ak+ Y pey bi

o Jedli szereg Y -, ay jest zbiezny i a € C, to zbieiny jest tez szereg
> opeilaar) oraz 357 (ar) = a3 377 a

o (Warunek konieczny zbieznosci) Jesli szereg > o, ay jest zbiezny, to
limk_,oo ap = 0.

o Szereg bezwzglednie zbieiny jest zbiezny.

o (Kryterium pordwnawcze) Jesli |ax| < by i szereg > oo, by, jest zbiezny,
to szereg Y o, ag jest bezwzglednie zbiezny.



o (Kryterium d’Alemberta) Jesli

Ap+1

lim sup <1,

k—o0

ay
to szereq Y oo | ay jest bezwzglednie zbieiny. Jesli natomiast

Q41
ag

lim inf >1
k—o0

to szereg Y oo, ay, jest rozbiezny (nie spelnia warunku koniecznego zbiez-
nosci).

o (Kryterium Cauchy’ego) Jesli

limsup +/|ax| < 1,

k—00

to szereg Y, ai jest bezwzglednie zbiezny. Jesli natomiast

limsup +/|ag| > 1,

k—o00

to szereg Y o, ay, jest rozbiezny (nie spelnia warunku koniecznego zbiez-
nosci).

o (Kryterium Dirichleta) Jesli (ay) jest ciggiem malejgcym (czyli w szcze-
golnosci ma wyrazy rzeczywiste) zbieznym do zera, a cigg zespolony
(by) jest taki, ze (D yp_, bk) jest ograniczony, to szereg » o, arby jest
zbiezny.

Dowdd. Dla przyktadu podamy dowdd czesci kryterium d’Alemberta oraz
kryterium Dirichleta.

Ak+1
ag

e Niech ¢ = limsup,_, < 1. Wybierzmy liczbe r € (¢q,1). Z

definicji granicy gérnej dla e = r — ¢ otrzymujemy, ze istnieje kq takie,

ze
Gl < dlak > k.
g,
Stad |ak, 11| < |ag |7, kg2l < largs1|r < lag,|r?, .... Przez latwa

indukcje otrzymujemy nieréwnosci
|akosn| < |ar,|r", dlan=0,1,2,....

Poniewaz r € (0,1), wiec szereg geometryczny ZZO:O r’™ jest zbiezny.
Stad z krytertium poréwnawczego zbiezny jest szereg

o)
Z ‘ako+n‘7
n=0

czyli tez szereg Y o |ag|.



e Niech R, = Y ,_, akby, Sp = > p_, by, € > 0. Z zalozenia istnieje M
takie, ze |S,| < M. Pokazemy, ze ciag (R,) jest ciagiem Cauchy’ego.
Mamy

|Rn+m - Rn’ = | Z anJrk(SnJrk - Sn+k:71>| =

k=1
m m—1

= | E an+k5n+k - E an+k+lsn+k‘
k k=0

m—1

=1
E (anJrk — an+k+1)5n+k + an+mSn+m — an+15n|
k=1

m—1
S |(an+k - an+k+1)Sn+k’ + |an+m5n+m| + |an+1Sn’
k=1
m—1
S M(an+m + An41 + Z(anJrk - an+k+1>)
k=1
= QMG,—H_l <€

dla dostatecznie duzych n.

]

5 Ciagi i szeregi funkcyjne (przypomnienie)
DEeFiNiCJA 13. Niech ECC i f,: E — C.

e Mowimy, ze cigg funkcyjny (f,) zbiega punktowo do funkcji f na zbiorze
E, jesli dla kazdego z € E mamy

lim f,(2) = [f(2).

n—o0

Piszemy wowczas f, — f na E.

o Mowimy, Ze cigg funkcyjny (f.) zbiega jednostajnie do funkcji f na
zbiorze E, jesli

lim sup [f(2) = f(2)| = 0.

n—o0 2€E
Piszemy wowczas f, = f na E.
o Méwimy, ze szereg funkcyjny » -, [ zbiega punktowo (jednostajnie)

do funkcji f na zbiorze E, jezeli cigg funkcyjny s, = > ._, fr zbiega
punktowo (odpowiednio, jednostajnie) do funkcji f na E.

TWIERDZENIE 14. (Kryterium Weierstrassa) Jezeli dla wszystkich z € E
orazn € N zachodzi

|[fn(2)] < an

i szereg liczbowy > 7 | a,, jest zbiezny, to szereg funkcyjny Y >, fn jest zbiezny
jednostajnie na zbiorze E.

TWIERDZENIE 15. Jesli f, : E — C jest ciggiem funkcji ciggtych zbieznym
jednostagnie do funkcji f na E, to [ teZ jest funkcjg cigglq.
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Dowod. Ustalmy € > 01 zg € E. Istnieje ng takie, ze dla n > nyg mamy

sup [ fn(2) — f(2)] < /4.

zeE

Z ciaglosci funkcji f,,, w punkcie zj istnieje § > 0 taka, ze | fn,(2) — fuo(20)] <
g/2 dla |z — zp| < 9. Mamy dla |z — zo| < §

1F(2) = F(20)| < [F(2) = Fuo(2)] + [ fno (2) = Fro(20)] + | o (20) = f(20)]
<e/d+e/24¢c/di=c.

6 Szeregi potegowe (przypomnienie)

Szeregiem potegowym nazywamy szereg funkcyjny postaci

Z an(z —p)".

DEFINICJA 16. Promieniem zbieznosci szerequ potegowego > > an(z — p)"
nazywamy wartosc

R = sup{r € [0,00) : Zan(z —p)" jest zbiezny dla |z — p| < r}.
n=0
TWIERDZENIE 17. Niech A\ = limsup,,_,., {/|an|. Wowczas
. Rz%, gdy 0 < \ < ooy
e R=0, gdy A\ = o0;
e R=o00, gdy \=0

jest promieniem zbieznosci szerequ potegoweqo ZZO:O a,(z — p)". Szereg ten
jest rozbieiny, gdy |z — p| > R.

Dowdd. Przy ustalonym z zastosujmy kryterium Cauchy’ego do szeregu (licz-
bowego) > 7, an(z — p)". Mamy

limsup {/|an(2 — p)"| = limsup({/|ax|[z — p[) = Alz — pl,

n—o0 n—o0

wiec szereg Y > an(z — p)" jest zbiezny, gdy A|z — p| < 1 i rozbiezny, gdy
Alz —p| > 1. Stad teza. O

7 Pochodna zespolona

DEFINICJA 18. Niech f : Q — C i niech zy € IntQ. Mowimy, ze f ma
pochodna (zespolong) w punkcie zy, jesli istnieje granica

lim f(z) = f(=0)

z—20 Z— 2

Granice te oznaczamy przez f'(zo) i nazywamy pochodna zespolona lub kricej
pochodng funkcji f w punkcie 2.



UwAcA 19. W powyzszej granicy z zbiegajg do zg po z €  — rysunek. ..
PRZYKLAD 20. o Gdy f(z) =2" dlan €N, to

n __ .n n—1 n—1 n _
f'(20) = lim T i 2zt 2)(2 = %) =nzy~!
z—=z20 2 — 2 Z—20 zZ— 20
o Gdy f(z) =1/z, to dla zy # 0 mamy
1/z—1 — 1
f'(20) = lim /2= 1z =l nTE
z—z0 2 — 2 z—z0 (2 — 20)220 25
o Gdy f(2)=7%, to
zZ—2

fl(Zo) = lim

z=20 2 — X
Pokazemy, zZe ta granica nie istnieje. Istotnie, dla ciggu z, = zo +
1/n — zg mamy

. ZQ+1/n—Z_0
lim
n—oo (Z() -+ 1/n) — 20
a dla w, = zo +1i/n — zp mamy

=1

Y

—i/n

. 20 +i/n—7Zy .
lim : = lim
n—00 (zo+z/n)—z0 n—00 z/n

=—1#1.

DEFINICIA 21. Jesli Q C C jest zbiorem otwartym ¢ f: £ — C ma pochodng
(zespolong) w kazdym punkcie dziedziny, to f nazywamy funkcjg holomor-

ficzna na Q. Zbior wszystkich funkcji holomorficznych na €2 oznaczamy przez
H(9).

UWACGA 22. (Przeformulowanie definicji) (f ma pochodng w punkcie zo € Q)
< (istniejg A € C, D(zp,7) C Q i funkcja e: D(zo,7) — C takie, Ze
f(z) = f(z0) = (A4+¢e(2))(z — 20) dla z € D(z,7),

oraz lim,_,,, £(z) = 0).
Oczywiscie wowczas A = f'(zp).
WNIOSEK 23. Jesli f ma pochodng w 2y, to jest ciggla w zp.

TWIERDZENIE 24. Jesli funkcje f,g : Q — C majg pochodne w punkcie
29 € Q, to rowniez funkcje f+ g, fg, af (a € C) majg pochodne w zy oraz

(f+9) (20) = f'(20)+9'(20),  (f9)'(20) = f'(20)9(20)+f(20)9'(20), (f)'(20) = af'(20).
Dowdéd. Jak dla funkcji rzeczywistych. O
TWIERDZENIE 25. Jesli f ma pochodng w zy, a g ma pochodng wwy = f(2),

to zlozenie g o f ma pochodng w zy oraz (go f)'(z0) = ¢'(f(20))f (20)-

Dowdd. 7 zalozenia

f(2) = f(20) = (f'(20) +(2))(z — ),
g(w) = g(wo) = (¢'(wo) + n(w))(w — wo),

gdzie lim,_,,, £(2) = 0, limy_,, n(w) = 0. Kladac h = go f, w = f(2)
otrzymujemy
he) = haa) _ glw) =) _ s F(E) — SGa)

— ¢ (wo) f' (2
Z— 2 7 — 2 Z— 2 9( o)f(o)

przy z — zp, bo z ciagtosci f wynika, ze w — wy. O]
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WNIOSEK 26. Jedli f € H(Q) i f # 0 na Q, to + FEH(Q) i

(Y-

Dowdd. Wystarczy wzia¢ w poprzednim twierdzeniu g(z) = 1/z.

U

TWIERDZENIE 27. Jesli szereg y . a,(z—p)" jest zbiezny w dysku D(p,
to jego suma f(z) jest funkcjg holomorficzng w dysku D(p,r) oraz f'(2)

2y (2 = p)"

Dowdéd. Zauwazmy, ze szereg > - na,(z—p)™ ' ma taki sam promieri zbiez-
nosci co szereg y - o a,(z — p)™.
Mozna zatozyé, ze p = 0. Niech § < r. Wowczas dla w, z € D(0,) mamy

r),

zZ — W

“Se (=)

Niech f,,(2) = a, (2"t + 2" 2w+ ... + 20" 2 + w1 — pw™™!). Mamy

f(i:i(w) _ilnanwn—l _ Dm0 @nZ" = D AW Znan -1 _

1fu(2)] = |an] - |27+ 2" 2w+ 2w ™ = nw™ Y < ap 206"

Poniewaz szereg potegowy jest zbiezny bezwzglednie wewnatrz kota zbiez-
nosci, wige szereg > 0 |a,|2nd™ ! jest zbiezny. Zatem na mocy kryterium
Weierstrassa szereg > - | fn(2) jest zbiezny jednostajnie na D(0,4). Ponie-
waz [, sa ciagle, wiec tez suma >~ f,(2) jest funkcja ciggla na D(0,0),

skad
im 3 fu(2) = 3 fulw) =0, (1)
n=1 n=1

bo f,(w) = 0. Zatem

zlg{lu (W — ni:; nanw”1> =0.

]

UwacA 28. Do uzasadnienia zamiany sumy i granicy w (1) mozna réwniez
uzy¢ tw. Lebesgque’a o zbieinosci ograniczonej (przypomnienie. .. ). Rzeczy-
wiscie, dla z € D(0,9) zachodzi

|fa(2)] < lan|2nd" "

oraz Y o7 |an|2nd"t < oo, wobec tego funkcja (cigg) |a,|2nd" 1 jest majo-
rantq fn(2), ktdéra(y) jest catkowalna(y) po n wzgledem miary liczqgcej na N.
Granice bierzemy po z — w, co nie jest przeszkodg w stosowaniu tw. Le-
besque’a ze wzgledu na definicje Heinego granicy, ktora pozwala sprowadzié
rozwazania do przypadku ciggow 2z — w.

WNIOSEK 29. o Jesli dla kazdego p € ) istniejg r > 0 oraz szereg pote-
gowy zbiezny do f w D(p,r), to f € H(L).
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o Jesli f(z) =307 yan(z — p)" w dysku D(p,r), to f ma wszystkie po-
chodne w D(p,r) oraz

Znn—l (n—k+Da,(z —p)"*
n=~k

dla k € N oraz z € D(p,r). W szczegélnosci f* (p) = klay.
o Jesli f(z) = D oo gan(z —p)" oraz f(z2) = D o0 ba(z — p)" w dysku
D(p,r), to a, = b, dla kazdegon =0,1,2,....
8 Roéwnania Cauchy—Riemanna
Niech f:Q — C. Dla x,y € R takich, ze = + 1y € () okreslamy
u(z,y) = Re f(x +iy), o(r,y)=Im fz+iy),

czyli f(z) = uw(Re z,Im 2) + iv(Re 2z, Im 2).
Jezeli u, v majg pochodne czgstkowe, to okreslamy

0 0 0 0 0 0
Lvi) = e rigen. et = e +is @)
oraz

of of .of of of , .of

9: 2 (a—x— a—y> oz (ax+ ay)

PRZYKEAD 30. Niech f(z) = 2. Dla 2z = x + iy, gdzie x,y € R, mamy
wowczas

flo+iy) = (2 —y*) +i- 2y,
czyli u(x,y) = 2% — %, v(z,y) = 2xy. Mamy

of of

%(x—l—z’y):%c—i—iﬂy, a—y(x—l—’iy) = —2y+1-2x,
czyli
1 1
%(:c +iy) == Qe +i-2y —i(—2y+i-2x)) = -4z +iy) = 2z,
0z 2 2
0 1
a{(m—f—zy) 2(2x+i-2y+i(—2y+i-2x)):0.

TWIERDZENIE 31. Jesli f’( ) istnieje, z = x+1iy, x,y € R, to istniejg %(z),

91 (2) oraz 2 (2) = f(2), 2(z) = 0
Dowéd. Dla h € R mamy

/ 1
f (Z) - Ilzlir(l) h h—0 h
— lim (U(w +hy) —uwy) vlethy) o, y)) ‘
h—0 h h

fz4+h) = f(2) — lim u(z + h,y) +iv(z + h,y) —ulz,y) —iv(z,y)



Zatem istniejg 24, 2 oraz f' = 8—; + ig—z. 7, drugiej strony

Ox”’ Ba:
. flz+1ih) — f(2)
! == J—
f'(z) = lim - _
_ iy U@y Hih) Fiv(e,y 4 ih) — ule,y) —w(y)
a h—0 Zh/ e
= lim (_Z,u(a:,y +h) —u(z,y) i v(r,y+h)— U(x,y)) ‘
h—0 h h
Zatem istnieja ?)Z’ gz oraz f' = Z + g_z_ Stad

ou Ov ov ou

or oy dx Oy’

wiec
of 1 Ou Ov Ou . v\ 1 , , o
=g (Getige - ig - i) =3O+ ) = £16)
oraz
0 1 /0 0 0 0 1
=g (Gerigrsirs i) = L) - e =0

UwAcA 32. Rownania Cauchy—Riemanna to: w wersji zespolonej

w wersji rzeczywiste]

ou Ov ov ou

or y’ or Oy’
UwAGA 33. (Przypomnienie) Mowimy, ze F': Q — R", Q C R, jest réz-
niczkowalna w punkcie a € €1, jesli istnieje operator lintowy T: R* — R"
taki, ze

1imF(ath)—F(a)—Th

h—0 |h| =0

Wowezas T jest zadany (w bazie standardowej) macierzq pochodnych czqst-
kowych.

Jesli ' ma ciggte pochodne czgstkowe w otoczeniu punktu a € €2, to F
jest rozniczkowalna w a.

TWIERDZENIE 34. Funkcja f: Q — C ma (zespolong) pochodng w punkcie
20 € Q wtedy 1 tylko wtedy, gdy f, jako funkcja rzeczywista (tj. z Q C R? do
R?), jest rézniczkowalna i spetnia w punkcie zo réwnania Cauchy—Riemanna.

Dowdd. Pomijamy. Uwaga: w calym dowodzie mozna zatozy¢, ze f spelnia
rownania Cauchy—Riemanna. O
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9 Calki z funkcji zespolonych

DEFINICJA 35. Funkcje f: [a,b] — C nazywamy catkowalna, jesli funkcje
rzeczywiste Re f oraz Im f sq catkowalne (w sensie Lebesque’a). W takim
przypadku okreslamy calke z f po [a,b] jako

/abf(x)dx:/abRef(x)dx—Iri/abImf(x)dx

TWIERDZENIE 36. Jesli funkcja ¢ : [a,b] — C jest ciggla, a funkcja ¢ :
la,b] — C mierzalna i ograniczona, to funkcja

o O(t) —

jest rozwijalna w szereg potegowy na zbiorze = C\ ¢([a,b]) (tzn. dla
dowolnego D(zg, R) C U, f przedstawia sie szeregiem potegowym o Srodku
w zo i promieniu zbieznosci co najmniej R). W szczegdlnosci f € H(QY) oraz

e = [ g

Dowdd. Niech zy € Q, R = dist(zo, ¢([a,b])). Mamy R > 0, bo zbiér ¢([a, b])
jest domkniety. Dla z € D(z, R)

/ o(1) _/ab <¢<t>—i§§>flt<z—20>:

or
:/ o(t)—z0
o 1= 505

Poniewaz dla z € D(zp, R) i t € [a,b] mamy

|z — 20| |z — 20|

[o(t) —20] = R

<1,

a funkcja t — ¢(1f)(i)z0 jest ograniczona, wiec

¢(:b)(t—) w01 — 557 i — 20 ( ?t)_—zOZO)n

Z
¢(t)—zo :0

i (z kryterium Weierstrassa) szereg ten jest zbiezny jednostajnie wzgledem
€ |a, b, dla kazdego ustalonego z. Mamy wiec

/Z¢ —Zo( ft;j(;0>ndt_
z/ i ) =

I L )
=3 a [

n=0

Holomorficzno$é f i wzér na pochodne wynikaja z twierdzenia 27. O]
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10 Catka wzdluz drogi

DEFINICJA 37. Droga bedziemy nazywaé dowolne odwzorowane = : |o, B] —
C, ktére jest przedziatami klasy C'. Doktadniej oznacza to, Ze istnicjg o =
Sop < §1 < ...< s, =0 takie, Ze na kazdym przedziale [si_1, sx] funkcje Re~y
oraz Im~ majqg ciggle pochodne.

Oznaczamy przez v* = ([, B]) obraz krzywej, tak wiec «y jest odwzoro-
wanitem, a v* podzbiorem C.

Jesli v(a) = v(B), to droge v nazywamy zamknieta.

DEFINICJA 38. Niech v : [a, 5] — C bedzie drogg, a f zespolong funkcjq
ciggta na v*. Calke z funkcji [ wzdtuz v definiujemy jako

B
/ f(2)dz = / /() A/ (1) .

Zmiana parametryzacji: Zalézmy, ze ¢ : a1, 1] — [«, 5] jest bijekcja
klasy C1, taka ze ¢(ay) = a, ¢(f1) = 8. Przyjmijmy 71 = v o ¢. Wtedy v
jest droga sparametryzowana odcinkiem [, 51]. Mamy

b1 b1
/ fydz = | fen@)vmdi= [ F60) (6) &(t) dt =

1ﬁ aq
_ / F((0) 7' (8) dt = / f(2) d,

czyli taka zmiana parametryzacji nie zmienia catki. Drogi réznigce sie tylko
parametryzacja bedziemy utozsamiac.
Orientacja ma znaczenie: Niech vy : o, 8] — C, ¢(t) = a+p—tiy = yoo.

Wtedy
/ f(z)dz = —/f(z)dz.
m 2l
Oznaczenie: 7, = —.

Laczenie drég: Niech v, : [a,b] — C oraz =, : [b,¢] — C beda drogami
takimi, ze v1(b) = 12(b). Mozna wtedy okresli¢ droge 7 : [a, ¢] = C wzorem

(D), ady t € [ab],
(1) = {12@), oy ¢ € b,d.

Lf(z)dz:/71 f(z)dz+/72f(z)dz.

Oznaczenie: 7 = 1 + 72. (Oznaczenia tego uzywamy réowniez wtedy, gdy
drogi 7, : [a;, b;] = C spelniaja v1(b1) = 12(az), ale by # as ... ).

Woéowezas

PRzZYKLAD 39. e Dlaa,beC, a#0b, droge
’Y(t) :a—l—(b—a)t, te [07 1]7

nazywamy odcinkiem zorientowanym i oznaczamy przez {(a,by. Tak
samo nazywamy i oznaczamy droge rownowazng

a(f—t) +b(t — )
f—a ’

12
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e (Zorientowany brzeg trojkqta) Jesli (a,b,c) jest uporzgdkowang trojkq
liczb zespolonych, to przez OA = 0A(a,b,c) oznaczamy droge otrzy-
mang przez polgczenie drog (a,b) z (b,c) i z {c,a). Mamy wiec

f(z)dz = (2)dz + (2)dz + f(z)dz
OA (a,b) (b,c) (c,a)

dla dowolnej funkcji cigglej f.

PRZYKLAD 40. Obliczymy
dz

9

v ?

gdzie v jest odcinkiem o poczgtku w punkcie —i i koncu w1 — 1. ..

11 Spébjnosé

DEFINICIA 41. Mowimy, Ze podzbior E przestrzeni metrycznej jest spojny,
jesli z tego, ze E C G1UGs dla roztgcznych zbiorow otwartych G, Gy wynika,

Sktadowa punktu x w przestrzeni metrycznej (X, d) nazywamy sume wszyst-
kich podzbiorow spojnych przestrzeni X zawierajgcych punkt x.

UWAGA 42. Skladowe punktow przestrzeni (X,d) sq albo identyczne, albo
roztgezne, wyznaczajg one rozktad X na zbiory rozlgezne i spojne.

PRZYKLAD 43. Rysunki. ..

12 Funkcja wykladnicza, funkcje trygonome-
tryczne

DEFINICJA 44. Funkcje wyktadniczq definiujemy jako sume szeregu

o0 Zn
exp(z) = Z T e C,
n=0
a funkcje trygonometryczne jako
' N » ) 4 .
“in g — exp(iz) 2'eXp( zz)7 cos - — exp(iz) 2exp( zz)7 e
i

UWAGA 45. Szereg definiujgcy eksponente jest zbiezny (bezwzglednie) dla
wszystkich z € C. Wynika to z kryterium d’Alemberta, bo

2" (n+ 1))
2" /n!

—im g

lim =

n—oo

UWACA 46. Bezposrednio z definicji funkcji sinus i kosinus otrzymujemy ich
rozwiniecia W Szeregi potegowe

) _ s o0 M . [e'e) (_i)nzn
sinz = exp(iz) ,eXp( iz) _ ano nl ano nl__ _
21 2
_ f: 2" — (=)™
o nl
—n 21
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Ale i — (=i)" = 0 dla n parzystych, i® — (—i)" = 2i(=1)* dla n = 2k + 1,
wiec
& (_1>k22k+1

sin z = ZW

k=0
Podobnie pokazujemy, ze
& (_1)kz2k

COSZ:ZW.

k=0
TWIERDZENIE 47. Dla dowolnych z,w € C zachodzi exp(z+w) = exp(z) exp(w).

Dowdd. Ustalmy w € C i potézmy f(z2) = exp(z + w)exp(—z). Zachodzi
f'(z) = exp(z + w)exp(—z) — exp(z + w)exp(—=z) = 0 dla z € C, zatem
z zadania na ¢wiczeniach funkcja f jest stata. Biorac z = 0 widzimy, ze
f(z) = exp(w), czyli

exp(z + w) exp(—z) = exp(w).

Biorac w = 0 dostajemy exp(z)exp(—z) = 1, czyli exp(—z) = 1/exp(2)
(w szczegdlnosei wartosci eksponenty sa rézne od zera). W polaczeniu z
rownoscig powyzej daje to teze. [

DEFINICJA 48.
e :=exp(1l).

UWAGA 49. Dla n € Z mamy exp(n) = €". Notacji e* = exp(z) bedziemy
uzywaé dla dowolnych liczb zespolonych z, choé¢ nalezy pamietac, Ze e* ozna-

cza dla z € C\ Z sume szeregu potegowego y -~ 2—7;, a nie potegowanie.

TWIERDZENIE 50. Istnieje najmniejsza liczba dodatnia ty, dla ktorej costy =
0.

Dowod. Na éwiczeniach. O

DEFINICJA 51.
m = 2ty,

gdzie ty jest liczbg z powyziszego twierdzenia.

UWAGA 52. Dalsze wiasnosSci funkcji exp, sin, cos oraz liczby m udowodnimy
na ¢wiczeniach.

13 Indeks punktu wzgledem drogi

Zauwazmy, ze dodatnio zorientowany okrag o srodku w a i promieniu r > 0
ma parametryzacje
y(t) =a+re?, tel0,2n].

Mamy wtedy
2m

/f(z) dz = ir fla+re™)edt.
o 0
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TWIERDZENIE 53. Zalozmy, Ze 7y jest droga zamknietq i Q@ = C\ ~v*. Przyj-

migmy dla z € §2
1 dw
Ind'y(Z) = %/w — Z.
g

Wtedy Ind,, : Q@ — C jest funkcjg o wartosciach catkowitych, statq na kazdej
sktadowej zbioru €2 © rowng zeru na sktadowej nieograniczonej tego zbioru.

Dowdd. Niech v : [a, f] — C oraz niech a = 59 < s1 < ...s, = 3, przy czym
Yise_ 1,0 € CH([8k—1, sx]). Niech S = {sg, s1,...5,}. Ustalmy z € Q, wtedy

B ~s
Ind,(2) = 2%”/& % ds. (2)

Zachodzi 5% € Z <= exp(w) = 1, zatem aby wykaza¢, ze Ind,(z) € Z,

wystarczy uzasadnié, ze () = 1, gdzie

gp(t):exp(/at%ds), te g,

Roézniczkujac powyzsza rownosé dla t € [a, 8] \ S otrzymujemy

1) = ot —L 8
G0 = o)y
Stad
o) \'_ @00 =) — ety (t) _
(W)—z)t (Y(t) — 2)2 =0, tefopBl\S.

Poniewaz % jest funkcja ciagla na [«, §], ktéra ma pochodna réwna zeru na
kazdym odcinku (sx_1, sx), wiec jest ona stata na kazdym odcinku [sg_1, Sg],
a zatem jest stala na [« B]. Wobec tego dla dowolnego t € [a, ] zachodzi

o) gl ()
1) =z () == V(a) -z V(a) =z
Poniewaz v(«) = v(8), wiec z powyzszej réwnosci wynika, ze ¢(a) = ¢(f).
Stad, jak wczesniej zauwazyliSmy wynika, ze Ind, (2) € Z.

Z Twierdzenia 36 oraz (2) wynika, ze Ind, € H(2), czyli w szczegdlnosci
Ind, € C(2). Jesli G C Q jest (dowolna) sktadowa spdjnosci zbioru €2,
to obraz Ind,(Q2) jest zbiorem spdjnym zawartym w Z, a zatem musi by¢
jednopunktowy. To oznacza, ze funkcja Ind, jest stata na G.

Zauwazmy, ze 7 jest funkcja ograniczona na [«, 8], powiedzmy, ze |7/ (s)| <
M. Ze wzoru (2) wynika, ze

1
[Indy ()] < (5 — a)

— 0, gdy |z| = oo.

dist(z, v*)
Zatem dla duzych z, |Ind,(2)| < 1, czyli Ind,(2) = 0 (bo Ind, przyjmuje
tylko wartosci catkowite). Stad wynika ostatnia cze$¢ twierdzenia. O

PRZYKEAD 54. Obliczymy Ind,(z) dlay(t) = a+re™, t € [0,27] i z € C\y*.
PRZYKEAD 55. Obliczymy Ind.,(z) dla v = OA. Pomyst: jesli z € A, to roz-
wazamy okrgg opisany na tym trajkacie i zapisujemy Ind,, jako sume/réznice
indeksow wzgledem czterech drog: okregu oraz trzech drog w ksztalcie ‘lezek’
(bok trojkgta + tuk okregu). Indeks z wzgledem lezek jest réwny zero (jeste-
$my w skladowej nieograniczonej), a wzgledem okregu 1, stgd wynik. Uwaga:
w podobny sposob mozna sobie poradzi¢ z niektorymi innymi drogami.
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14 Twierdzenie i wzér Cauchy’ego, wnioski
Na ¢wiczeniach udowodnimy, ze
/F’(z)dz = F(b) — F(a),
ol
jesli FF e H(QQ), F' € C(£2), a 7 jest droga w 2 o poczatku w a i koncu w b.

Stad natychmiast wynikaja nastepujace twierdzenie i wniosek.

TWIERDZENIE 56. Jesli F' € H(Q) oraz f = F' € C(Q), ¢

/f

dla dowolnej drogi zamknietej v w €. ]

WNIOSEK 57. Zachodzi

/z"dz:() n=01,...,
”

dla dowolnej drogi zamknietej v w C. O]

TWIERDZENIE 58 (Cauchy’ego dla tréjkatéw). Niech Q@ C C - otwarty,
p € Q. Niech f € HQ\ {p}) NC(Q), wowczas dla trojketéw A C Q mamy

/aAf(Z)dzz

Dowdd (jak w ksigzce Rudina). Zatézmy najpiew, ze p ¢ €. Niech a, b, ¢
beda wierzchotkami A. (...)

Nastepnie zatézmy, ze p jest jednym z wierzchotkéw trojkata A, np. p =
a. Jezeli a, b, ¢ sa wspotliniowe, to rownosé faA f(z)dz = 0 zachodzi dla
kazdej funkcji ciaglej f. Jedli nie, to wybierzmy punkty = € (a,b)*, y € (a,c)*
bliskie punktowi a i zauwazmy, ze

/ f(z)dz:(/ +/ +/ )f(z)dz
OA(a,b,c) OA(a,z,y) OA(z,b,y) OA(b,c,y)

:/ F(2)dz +0+0.
A(a,x,y)

Poniewaz biorac x i y bliskie punktu a mozna sprawi¢, ze obwod tréojkata
0A(a,x,y) jest dowolnie maty, a funkcja f jest ograniczona na A, wiec
faAab )f z)dz = 0.

Wreszme jesli p jest dowolnym punktem z A réznym od wierzchotka, to
stosujac poprzedni wynik do tréjkatéw OA(a,b,p), OA(D,c,p), OA(c,a,p)
i korzystajac z rownosci

/ f(z)dzz(/ +/ +/ )f(z)dz
OA(a,b,c) OA(a,b,p) OA(b,c,p) OA(c,a,p)

otrzymujemy pelny dowdd twierdzenia. O]
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DEeFINICJA 59. Zbior E C C nazywamy gwiazdzistym wzgledem punktu
p € FE, jesli
Vo € E odcinek (p,x)" C E.

Zbior E nazywamy gwiazdzistym, jesli istnieje p € E, wzgledem ktorego E
jest qwiaZdzisty.

Oczywiscie zbiory wypukte sa gwiazdziste.

TWIERDZENIE 60. [Cauchy’ego dla zbioru gwiaZdzistego; o funkcji pierwot-
nej] Niech Q2 C C — otwarty, gqwiaZdzisty, p € Q. Niech f € H(Q\{p})NC ().
Wowczas istnieje F € H(QY) taka, ze F' = f na Q. W szczegdlnosci

Af@ﬁ&zQ

jesli v jest drogg zamknietq w 2.

Dowdod. Ustalmy punkt p € ), wzgledem ktorego zbiér 2 jest gwiazdzisty.
Wowczas dla dowolnego z € Q odcinek (p, z)* C €2, mozemy wiec zdefiniowaé

F(z) = f(w)dw, =€
(p,2)

Ustalmy zo € Q i niech r > 0 bedzie takie, ze D(zp,7) C Q. Wobwczas
dla z € D(zg, ) tréjkat A(p, z0,2) C . Zatem z poprzedniego twierdzenia
wynika, ze

ﬂa—F@w:(L@—Am)fwww

Poniewaz | 0.2y LW = 2 — 2, Wiee

P& = Flz) oy - 1 K () = o))

zZ— 20 Z— 20

oile z € D'(z9,7) := D(20,7) \ {20}. Z ciagloéci f w punkcie zy wynika,
ze dla dowolnego € > 0 istnieje 6 € (0,7) taka, ze |[f(w) — f(20)| < €, gdy
|lw — 2| < 6, a wiec

F(z) = F(=x)

Z— 20 B f(ZO)

<eg

Y

oile z € D'(2,0). Zatem F'(z9) = f(20). W szczegdlnosci, F' € H(RQ),
a wiec rownosé f7 f(2)dz = 0 wynika z twierdzenia 56. ]

TWIERDZENIE 61 (wzér Cauchy’ego). Niech QQ C C — otwarty, gwiaZdzisty,
v = droga zamknicta w Q, z € Q\ v*. Wéwczas dla f € H(2) mamy

f(w)

dw.
z

fetnd 2) = o [

w —
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Dowdd. Ustalmy z € '\ v* i przyjmijmy

g(w) = w==
f'(2), gdy w = z.
Wowcezas g € H(Q\ {z}) oraz g € C(2), a zatem z twierdzenia 60 (Cau- Tutaj widac,
chy’ego) czemu w
) ) ) twierdzeniu 60
0=— [ g(w)dw=— fw) dw — — f(z) dw zaktadalidmy
2 ), 21 ), w— z 2m J,w—z tylko, ze f €
1
= — J(w) dw — Ind, (2) f(2). O H©A\{p})-
2 ), w—z

Dalsze wnioski.

WNIOSEK 62. Niech Q2 C C - otwarty, gwiaZdzisty, v — droga zamknieta
wQ, peQ\v. Wowczas dla f € H(2) mamy

(f Ind, ) (p) = 2 / W),

2mi )., (w—p)rtt
Dowdd. Niech v : [a, ] — Q. Mamy
_ L[ W)

9(p) == f(p)Ind,(p) = oni L w dw =

R Y A 10N 4]
_2m‘/a V0 —p

Zatem, 7z jednego z poprzednich twierdzen g rozwija sie w szereg potegowy,

Al O [ )
90 = g5 | = g | G g e

O
TWIERDZENIE 63. Niech Q@ C C - dowolny otwarty, f € H(Q). Wowczas

dla kazdego p € Q) funkcja f jest rozwijalna w szereq potegowy o srodku w p;
szereg ten jest zbiezny na kazdym dysku D(p, R) C Q, mamy ponadto

n!

2
f(n) (p) = 5 /0 flp+ Teit)e_mt dt, n=0,1,2,...,

jesli D(p,r) C Q.

Dowéd. Niech D(p, R) C § oraz niech 0 < r < R. Niech ¥(t) = p + re®,

t € [0,27]. Ze wzoru Cauchy’ego dla D(p, R) mamy

fw)
-z

w

f(z) = f(2)Ind,(2) = %/ w, dlaze D(p,r).
Dalej,
L[ W' @)

f(z):% ST dw,

18



wiec z jednego z poprzednich twierdzen f rozwija sie w szereg potegowy
zbiezny na D(p,r). 7 dowolnosci wyboru r < R oraz z jednoznaczno$ci
rozwiniecia w szereg potegowy otrzymujemy pierwsza czesé tezy.

Ponadto
nt 77 fOW'
9 n+1 w=
2mi Jo - (v(t) —p)
nl " ret)riet
_ flp +retyriet

i 0 (reit)ntl

Fp) =

n!

27
— i / flp+ Teit)e_mt dt.
0

2mrm

O
WNIOSEK 64. Jesli f € H(Q\ {p}) N C(Q), to f € H(Q).
Dowéd. Niech D(p,r) C Q. Poniewaz D(p,r) jest wypukly, wiec istnieje
F € H(D(p,r)) taka, ze F' = f na D(p,r). Z poprzedniego twierdzenia
F, jako funkcja holomorficzna, ma pochodne dowolnego rzedu na D(p, ),
w szczegbdlnodei istnieje F” = f'. O
TWIERDZENIE 65 (Morery). Niech Q@ C C bedzie zbiorem otwartym. Jesli
feld(f) oraz

f(z2)dz=0
oA

dla dowolnego trajkata A C Q, to f € H(QQ).
Dowdéd. Niech D(p,r) C €. Okreslmy

F(z) = (w)dw, dla z € D(p,r).

(p:2)
Tak jak poprzednio pokazujemy, ze F’ = f na D(p,r). Zatem F' € H(D(p,r)),
wiec rowniez f = F' € H(D(p,r)). Z dowolnosci D(p,r) C §2 wynika
teza. [

PRzZYKEAD 66. Calkujemy f(z) = e po drodze zamknietej ztozonej z od-
cinkow (0, R), (R, R+ Ri), (R + Ri,0). Otrzymujemy, Ze

o 1 i T
cos(t?) +isin(t?) dt = (— + —)~——.

| eostt) +isinyat = (o + 2905
PRzYKEAD 67. Calkujemy f(z) = ez~ po brzegu prostokgta o wierzchot-
kach w £R, £R + ai. Okazuje si¢, Ze dobrze wybraé a = .... Otrzymujemy,

ze ...

15 Zera funkcji holomorficznych

TWIERDZENIE 68. Zalozmy, ze Q) C C jest otwarty i spdjny, f € H(Q2) oraz

2(f) = {a € Q: f(a) = 0}.
Wtedy albo Z(f) = Q, albo Z(f) nie ma punktu skupienia w Q2. W ostatnim
przypadku, dla kazdego a € Z(f), istnieje jedyna liczba calkowita m = m(a)
taka, zZe

f(z)=(z—a)"g(z) (2€),
gdzie g € H(Q) i g(a) # 0, co wiecej, zbior Z(f) jest co najwyzej przeliczalny.
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Dowdéd. Wg ksigzki Rudina. O]

DEFINICJA 69. Jesli a € Q2 oraz f € H(Y\ {a}), to méwimy, Ze f ma
w punkcie a osobliwosé odosobniong (lub izolowana). Gdy funkcje f mozina
w punkcie a okreslic w ten sposob, ze rozszerzona funkcja jest holomorficzna
w 2, to osobliwosé nazywamy pozorng.

TWIERDZENIE 70. Zalézmy, zea € Q i f € H(Q\ {a}). Ponadto zalézmy,
Ze f jest funkcjq ograniczong na D'(a,r) dla pewnego r > 0, lub ogdlniej, Ze
lim, ,,(z —a)f(z) =0. Wtedy f ma w punkcie a osobliwos¢ pozorng.

Dowdd. Okreslmy funkcje h nastepujaco:

{() gdy z = a,
(z—a)’f(2) gdy 2z € Q\ {a}.

Z zalozenia wynika, ze h'(a) = 0. Poniewaz h ma pochodna zespolona w kaz-
dym punkcie Q \ {a}, wiec h € H(Q)), a zatem

chz—a (z € D(a,r)).

n=2

Jezeli przyjmiemy f(a) = ¢z, to otrzymamy zadane rozszerzenie holomor-
ficzne funkcji f, gdyz wtedy

ch+2 )" (2 € D(a,r)). O

n=0

16 Dalsze wnioski ze wzoru Cauchy’ego

Przypomnijmy (zob. twierdzenie 63), ze jesli f € H(S2) oraz D(p,r) C Q, to

27
fM(p) = / flp+rete ™dt, n=0,1,....
0

2mrn

Szczegblnie wazny jest przypadek n = 0:

TWIERDZENIE 71 (o wartosci $redniej). Jesli f € H(QY) oraz D(p,r) C €,

to
1 27 y d
— Y ]t
27?/0 f(p+re”)

TWIERDZENIE 72 (nier6wnosci Cauchy’ego). Jesli f € H(D(a,R)) oraz
[fl <M, to
n!M

@< n=12,
Dowod. Dlar < R
! 2m o M
") - = D=t gt < i O]
" (p)] Gy flp+rete <

7 powyzszych nieréwnoéci natychmiast otrzymujemy nastepujacy
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WNIOSEK 73. Jesli f € H(QY) spetnia nierowno$é |f| < M, to

n!M

) ()] < : Qn=12....

Funkcje holomorficzne na C nazywamy catkowitymi.
TWIERDZENIE 74 (Liouville’a). Ograniczone funkcje calkowite sq stale.

Dowdd. Niech f € H(C), funkcja f rozwija si¢ w szereg potegowy wokét 0
o nieskoniczonym promieniu zbieznosci. Niech |f| < M, dlan = 1,2,... z
nieréwnoéci Cauchy’ego otrzymujemy

n!M

o)< 2

— 0, przy R — oc.

Zatem w rozwinieciu w szereg potegowy wyrazy przy 2" sa rowne 0 dlan > 0,
czyli f jest stala. O]

TWIERDZENIE 75 (zasadnicze twierdzenie algebry). Kazdy wielomian zespo-
lony stopnia dodatniego ma (przynajmniej jeden) pierwiastek.

Dowdd. Zauwazmy, ze jesli P(z) = a,2" + ... + ag, gdzie a, # 0in > 0,

to ﬁ = anzn(1+an,11/z+.“+a0/zn) — 0, gdy |2|] — oo. Zatem jesli P nie
mialby pierwiastkéw, to funkcja 1/P bytaby ograniczona i catkowita, wiec z
twierdzenia Liouville’a bytaby stala. O

TWIERDZENIE 76 (0 maksimum modutu). Jesli Q C C jest otwarty i spdjny,
f e H(Q) oraz D(a,r) C Q, to

< 0
£(@)] < ma [f(a+re)],

przy czym rowno$é zachodzi jedynie wtedy, gdy f jest funkcjq stalq.

Dowdd. Nieréwnos¢ natychmiastowa konsekwencja twierdzenia 71 o wartosci
Sredniej. Zalézmy, ze |f(a)| = maxpefo2q | f(a + re?)| i niech ¢ bedzie liczba
o module 1 taka, ze cf(a) = |f(a)|. Wowczas

Recf(a+re) <lef(a+re®)| = |fla+re®)| <|f(a)l.

7 twierdzenia o wartosci sredniej wynika, ze

0=c <% /O%(f(aqtre“) - f(a))dt) = %/O% Re (cf(a+re") —|f(a)]) dt

:%/OW(Recf(a+re”)—|f(a)|)dt.

Poniewaz funkcja podcatkowa jest ciagta, niedodatnia i ma catke zero,
wiec jest ona stale rowna zero, czyli

Recf(a+re™) =|f(a)| = cf(a), (t€]0,27]).

Wynika stad, ze Imcf(a + re®) = 0 dla ¢t € [0,27], bo gdyby |Imcf(a +
re')] > 0, to mieliby$my |cf(a + re®)| > Recf(a + re®) = cf(a) = |f(a)|.
Zatem cf(a +re®) = cf(a) dla t € [0,27], czyli f(2) = f(a) dla |z —a| =7,
i spojnosé¢ Q implikuje f(z) = f(a) na €. O
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17 Osobliwosci izolowane funkcji holomorficz-
nych

TwierDZENIE 77 (Klasyfikacja osobliwosci, twierdzenie 10.21 z Rudina).
Jesli a € Qi f € HQ\ {a}), to zachodzi jedna z trzech nastepujgcych
mozliwosci:

(a) funkcja f ma osobliwos¢ pozorng w punkcie a;

(b) istnieje liczba naturalna m i liczby zespolone ¢y, ..., Cm, Cm # 0 takie,

ze funkcja
HOESY (Zi—ka)k

ma osobliwo$¢ pozorng w punkcie a;

>
Il
—

(c) dla dowolnej liczby r > 0 takiej, ze D(a,r) C Q zbiét f(D'(a,r)) jest
gesty na plaszczyzinie C.

W przypadku (b) méwimy, ze funkcja f ma w punkcie a biegun rzedu m.

Funkcje
Ck o " —k
Z(Z_a)k—zck(z—@ )

m
k=1 =1

k
bedaca wielomianem ze wzgledu na (2 — a)™!, nazywamy czescig gldwng
funkeji f w punkcie a. W przypadku (b) zachodzi

1) = (f(Z) -y ﬁ) Hema) Y alz—a)" ™ oo, gy za

(poniewaz wyrazenie w nawiasie ma granice skonczona, (z —a)~™ — 0o oraz

S ek(z —a)™ R = e, #£0).
W przypadku (¢) méwimy, ze funkcja f ma w punkcie a istotng osobli-
wos¢.

Dowod. W Rudinie. O

18 Residua

DEFINICIJA T78. Jezeli 2 C C jest zbiorem otwartym, a € ) oraz f €
H(Q\ {a}) ma bieqgun w a z czescig glowng Q(z) = >, oy to liczbe ¢y
nazywamy residuum funkcji f w punkcie a i oznaczamy symbolem res(f, a).

DEFINICJA 79. Funkcje f nazywamy meromorficzng w zbiorze otwartym (2,
jesli istnieje zbior A C § taki, Ze

e A nie posiada punktow skupienia w €2;
o feH(Q\A);

e f ma bieqgun w kaidym punkcie zbioru A.
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LEMAT 80. Jesli vy jest drogg zamknigtq w C, Q(z) =Y v, (zf—’;)k oraz a &
v, to

/Q(z) dz = 2micy Ind,(a).

/ Cr 0, gdy k£ > 1;
———dz = ,
4 (2 —a)* 271 - ¢1 Ind,, (@) gdy k= 1.

Dowad.

O

TWIERDZENIE 81. Jesli ) jest zbiorem gqwiaZdzistym, f funkcjg meromor-
ficzng na Q0 ze skonczonym zbiorem bieqgunéw A = {ay,...a,} oraz vy drogg
zamknietg w 2\ A, to

/f(z) dz = 2mi i res(f, ax) Ind, (ay).
8! k=1

Dowadd. Niech Q) bedzie czedcig gtéwng bieguna f w punkcieay, k= 1,...,n.
Wowezas f— (Q1 + . .. + @) ma tylko osobliwosci usuwalne w €2, a zatem z
twierdzenia Cauchy’ego

n

/f(z) dz = /(Q1 + ...+ Q) dz =2mi Zres(f, ay) Ind, (ax). O

k=1
/ dz
. sin 2

gdzie v jest dodatnio zorientowanym okregiem jednostkowym.

PRzZYKLAD 82. Obliczymy

UwAcA 83. ZaloZenie o skonczonosci zbioru A mozna usungé. Istotnie,
niech € bedzie gwiaZdzisty wzgledem zy, wowczas zbiory

Q, = <t(Q—Zo) OD(Z(),%)) + 20, tE€E (0,1),
sq gwiaZdziste (rysunek), Q, C Qy dla0 <s <t <1i Ute(0,1)$2 = 2. Wobec
tego €y stanowiq pokrycie otwarte zbioru zwartego v*, czyli istnieje t takie,
sey* C Q. Ze zwartosci Qy wynika, Ze f ma tylko skonczenie wiele biegundw
w . Mozna wiec skorzystac z udowodnionego wyzej twierdzenia dla funkcy
f, drogi v i obszaru §;.

19 Obliczanie pewnych calek za pomocq ra-
chunku residuéw

TWIERDZENIE 84. Jesli funkcja meromorficzna ma w a biequn rzedu < m,
to

) 1 8m—1
res(f,a) = I (m — 1)1 §zm—1

W szczegolnosci, gdy biequn jest rzedu 1, to

res(f,a) = lim(z — a) f(2).

z—a

[(z = a)"f(2)].
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Dowod. Na éwiczeniach. O]

PRzZYKLAD 85. Obliczymy

/ * xfde 7w
o zt+r?+1 23
Metoda: mozna catkowac po cwiartce okregu; mozna by tez po polokregu, ale
2?de  _ w
tu to sie nie opltaca. Wynik uboczny: fo T = 3
Podobnie mozna obliczaé calki po R z funkcji wymiernych P/Q, gdy deg Q) >
deg P + 2 oraz () nie ma zer rzeczywistych.

PRZYKEAD 86. Obliczymy, dla a € C, |a| > 1, calke

/2” dt _2r
o 1—2acost+a? a>—1

Metoda: zamieniamy te catke na catke po okregu jednostkowym z pewnej
funkcji meromorficzney.

Podobnie mozna obliczaé calki po [0,2w] z funkcji R(cost,sint), gdzie R
jest funkcjq wymaierng.

20 Twierdzenie o odwzorowaniu odwrotnym

TWIERDZENIE 87. Jesli f € H(Q\{a}) ma biegun rzedu m w punkcie a € €,
to f? ma biegun rzedu 1 w punkcie a, oraz

/
res <f a) = —m.
!
Dowdd. Zachodzi réwnosé f(z) = g(z)(z—a)~™ dla pewnej funkcji g € H(Q)
takiej, ze g(a) # 0. Wowcezas

f'(z) _(z=a)™g(z) —mz—a)™™g(z2) _g'(z)  —m
f(2) (z —a)"mg(2) 9(z)  z—a

skad —m jest czedcig gtdwna bieguna funkcji 7 w punkcie a. [
zZ—a

TWIERDZENIE 88. Jesli f € H(Q\ {a}) ma zero krotnosci m w punkcie
a €€, to f7 ma biegun rzedu 1 w punkcie a, oraz
/

res <f77 a) =m.

Dowdd. Zachodzi réwnosé f(z) = g(z)(z — a)™ dla pewnej funkeji g € H(Q)
takiej, ze g(a) # 0. Wowcezas

f'z) _(=a)"d(G) +mz—a)"g(x) _g(z) _m
f(z) (z —a)mg(2) 9(z)  z-a

m
skad jest czescig gtéwng bieguna funkcji = w punkcie a. O]
zZ—a

f
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TWIERDZENIE 89. Niech f € H(), D(p,r) C Q oraz y(t) = p + re®, gdzie
t €10,27]. Niech I'(t) = f(y(t)). Jesliw € C\ T, to Indr(w) jest liczbg zer
funkcji f —w w D = D(p,r) (liczonych wraz z krotnosciams).

Dowdd. Niech aq,as, ..., a, bedg zerami funkcji f —w w dysku D oraz niech
N bedzie liczbg tych zer, liczonych wraz z krotnosciami. Wowczas

/ 27 pr !
N Zres( ’a] _ / f _ L [ remne
f—w " 2mi f(z 21t Jo  f(y(t) —w
2m !
= L F—()dt: L dz = Indp(w). O
2ri Jo T'(t) —w 270 Jp z —w

PRZYKEAD 90. Niech f(2) = 2%, D = D(p,r) = D(1/2,1), czyli v(t) =
1/2 + €', gdzie t € [0,27]. Wowczas T'(t) = f(y(t)) = 1/4 + e + e**, gdzie
t €[0,2m].

Gorny rysunek 1: Okrgg v jest zaznaczony na niebiesko, za$ droga T’
na czerwono.

W zielonym obszarze indeks wzgledem 1" jest réwny 2, co oznacza, zZe
funkcja f przyjmuje kazdg warto$c z zielonego obszaru dwukrotnie na dysku
D. (. Scislej, dwukrotnie liczqe krotnodci: wartosé zero jest przyjmowana tylko
w zerze, ale f ma tam zero krotnosci 2).

W pomaranczowym obszarze indeks wzgledem I' jest rowny 1, co oznacza,
ze funkcja f przyjmuje kazdg wartosé z zielonego obszaru doktadnie raz na
dysku D.

Dolny rysunek 1: Zaznaczone sqg przeciwobrazy obszarow pomaranczo-
wego 1 zielonego z gornego rysunku. W zielonej ,soczewce” f jest ,dwu-
krotna”, tj. przyimuje kazdg swojq warto$é doktadnie dwa razy (liczgce krot-
nosci). Jest to oczywiste, bo obszar ten jest symetryczny wzgledem 0. W po-
maranczowym ksiezycu” f jest roznowartosciowa.

TWIERDZENIE 91. Niech Q@ C C bedzie obszarem (czyli otwartym zbiorem
spojnym), [ € H(Q), f # const, zy € Q, wy = f(20) orazm bedzie krotnoscig
zera funkcji [ —wog w punkcie zy. Wowczas istniejg zbiory otwarte V- oraz
W takie, ze zg € V. C Q, W = f(V) i dla kazdego w € W \ {wy} istnieje
doktadnie m réznych punktow z € V takich, ze f(z) = w.

Dowdd. (...) O
Whioski:

TWIERDZENIE 92. (o odwzorowaniu otwartym) Jesli f € H(Q), Q C C -
obszar, to f = const lub [ jest odwzorowaniem otwartym, tzn. obrazy zbiorow
otwartych sq otwarte.

TWIERDZENIE 93. (zasada maksimum modutu) Jesli f € H(Q2), Q Cc C -
obszar, oraz |f| ma lokalne maksimum w 2, to f = const.

TWIERDZENIE 94. (o odwzorowaniu odwrotnym) Jesli f € H(S2), Q C C
— obszar, oraz [ jest réinowartosciowa, to f' # 0 na Q, funkcja odwrotna
f7He H(f(Q) oraz (f71)(w) = 1/f'(2), gdzie f(2) =

TWIERDZENIE 95. Niech § bedzie obszarem w C, f € H(Q)), zo € Q, wy =
f(z0) oraz f'(z0) # 0. Wowczas istniejg otoczenia V., W takie, ze zo € V,
f(z0) € W oraz f jest réznowartosciowym odwzorowaniem V na W. Ponadto
jesli g = (fIv) 1, to g € H(W).
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Rysunek 1: Rysunek do przyktadu 90.
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21 Przyklad

Przypomnijmy, ze dla zbioru E, F C Ci z € C okre$lamy odlegtosci z od E
oraz E od F wzorami

dist(z, F) = inf |w — z|, dist(F, F) = inf |w — z|.
weE 26
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LEMAT 96. Jesli F C C jest domkniety, K C C zwarty, oraz KN F =, to
dist(K, F') > 0.

Dowdd. Niech z,w € C beda takie, ze dist(z, F') > dist(w, F'). Wowczas

| dist(z, F') — dist(w, F)| = dist(z, F') — dist(w, F)
= ;2112 |z — p| — dist(w, F)

< inf(|]z — w| + |w — p|) — dist(w, F)
peF

= |z — w| + inf |w — p| — dist(w, F) = |z — w]|.
peEF

Przez symetri¢ dostajemy wiec, ze
| dist(z, F') — dist(w, F)| < |z — w|,

skad wynika, ze funkcja dist(-, F') jest ciagta na C. (Tutaj nie korzystali$my
z domknigtosci F).

Uzasadnimy nie wprost, ze jesli z € F, to dist(z, F') > 0. Gdyby 0 =
dist(z, F') = inf e |2 — w|, to z definicji infimum istnialby ciag w, € F taki,
ze |z —w,| — 0. Ale to oznacza, ze w,, — z, wiec z domknietosci zbioru F'
mamy z € F, sprzecznosc.

Niech h(z) = dist(z, F'), pokazaliSémy dotychczas, ze h jest ciagta na C
oraz h > 0 na K. Wobec tego h(K) jest zwartym podzbiorem (0,00) =
Usso(t, 00), z ostatniego pokrycia otwartego mozna wybraé¢ podpokrycie skon-
czone K C UR_;(tg,00), gdzie 0 < t; < ... < t,. Ale U}_,(tg,00) = (t1,00),
czyli innymi stowy, h(z) > ¢, dla z € K. To oznacza, ze dist(K,F) =
inf,ex dist(z, F) = inf,cx h(z) > t; > 0. O

PRZYKEAD 97. Obliczymy, poczgtkowo dla a,b > 0, a # b, calke

o cosx dr o7 e et
/_OO (22 + a2)(z2 + b2) b2 — a2 (T T) '

Piszemy cosz = Re(e®), lemat Jordana, itd.

A co gdy np. a & R? Sensownie rozwaza¢ a np. z polplaszczyzny 2 =
{z : Rez > 0}. Obie strony powyiszej réwnosci sqg holomorficzne na
jako funkcje a € Q\ {b} (holomorficznosé lewej strony jest konsekwencjq tw.
Morery, ale wymaga sprawdzenia), i sq sobie rowne dla a > 0, a #b. Stqd z
twierdzenia o zerach powyzisza réwnosé zachodzi dla dowolnych a € Q\ {b}.
Stad tez mozna policzyé warto$¢ calki dla a = b, przechodzgc do granicy
a — b, ale nie bedziemy tego robicé (calke te mozna tez policzyé bezposrednio).

Sprawdzimy teraz doktadniej, Ze funkcja

h(a)—/oo cosx dx
o (22 4 a?) (22 4 b?)]

(wystepujgca po lewej stronie) jest funkcjg holomorficzng zmiennej a € Q.
(b > 0 jest tutaj ustalone). Po pierwsze, h jest ciggla na Q: jesli Q > a,, —
a € Q, to dla duzych n zachodzi a, € D(a,e) C Q. Obraz D(a,c) przez
funkeje f(2) = 22 jest zwartym podzbiorem f(§)) = C\ (—o0,0], wobec tego z

poprzedniego lematu

m = dist(f(D(a,¢)), (=00, 0]) > 0.
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To oznacza, ze dla a, € D(a,e) oraz x € R zachodzi
lay, + %] = [a;, — (—2%)| = dist(f(D(a, ), (~00, 0]) = m > 0.

Zatem
cosz dx 1

<
(22 +a2) (22 +02)| — m(a? +b?)’
wiee z twierdzenia Lebesgue’a o zbieznosci ograniczonej h(ay,) — h(a).
Jesli trojkat A C §Q, to podobnie jak poprzednio f(A) jest zwartym pod-
zbiorem C\ (—o0, 0], wobec tego dla a € A iz € R

la® + 2°| = |a® — (—2?)| > dist(f(A), (—o0,0]) =: my > 0.

Zatem

1

Mozna wiec stosowaé twierdzenie Fubiniego,

CcoS T ee
)da = dadr = 0dx = 0.
/BA “= / /8A 22 + a?)(x? + b?) “er /_oo !

Z twierdzenia Morery h € H ().

COS ™
(22 + a2)(22 + b2)

PRzZYKLAD 98. Jak obliczyc

/0°° sinz dx (1 —1/e)?

z(z? + 1)

Uwaga na osobliwosé (pozorng) w 0. Trzeba napisaé sinz = Im(e™ — 1) (dla
xz € R), Zeby nie dostaé bieqguna w 0.

22 Twierdzenie Rouché

TWIERDZENIE 99. (Rouché) Jesli f,g € H(Q) , D(a,r) C Q oraz
1f(2) =g(2)| < [f(2)] dla|z—al =,

to f, g majg te samq liczbe zer w D(a,r) (liczgc z krotnosciamsi).

Dowdd. Niech Z(f), Z(g) oznaczaja liczby zer funkcji f i g w D(a,r) (liczac
z krotnosciami). Niech y(t) = a + re”, ¢t € [0,27]. Wowczas na mocy
twierdzenia 89

Z(f) = Indyo,(0), Z(g) = Indgo,(0).
Ponadto Ind ., (0) = Indy.,(0) z zalozen oraz zadania z ¢wiczen. O

PRzYKLAD 100. lle pierwiastkéw w dysku D(0,1) ma funkcja f(z) = z* —
bz + 17
Rozwiazanie. Stosujemy twierdzenie Rouché dla f i g(z) = —5z + 1.
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23 Zbieznos¢ niemal jednostajna

Jak zwykle, €2 C C bedzie zbiorem otwartym. Piszemy K CC €2, gdy K jest
zwartym podzbiorem ().

Méwimy, ze f,, € C(Q2) zbiegaja niemal jednostajnie (nj.) do f w €, jesli
lim, o || fn — fllx = 0 dla kazdego K CC {.

TWIERDZENIE 101. Jesli f, € H(Q) oraz f, = f nj. w €, to f € H(Q).
Dowdéd. Na ¢wiczeniach. [

LEMAT 102. Niech K CC ), j € N. Wowczas istniejg stata ¢ i zbior
K' CC Q takie, Ze dla dowolnej funkcji f € H(S) zachodzi

17PN < ell flleer
Dowdd. Niech § = dist(K,2°)/2 > 0. Przyjmujemy
K' = | D(z,0) = {z : dist(, K) < 6}.
zeK

Zauwazamy, ze K' CC ). Z nieréwnosci Cauchy’ego zastosowanej do dysku
D(z,0) otrzymujemy

, 4! 4!
19N < L flloes < Ll
skad po wzigciu sup, .y dostajemy teze. [

TWIERDZENIE 103. Zaldimy, ze f, € H(Q) zbiegajg nj. do f w Q. Wowczas
dla dowolnego k =1,2, ...

fB 5 (B g w Q.
Dowadd. Niech K CC (). Z poprzedniego lematu

1% — B < ellfu — fllar — 0,
gdy n — oo. N

PRzZYKEAD 104. (Funkcja dzeta Riemanna) Niech 2 = {z: Rez > 1}. Dia
z € Q niech

o0 o0

1 1
o=) = ; ns ; exp(zlnn)
Zavwazmy, ze funkcje z — m = niz sq catkowite (dlan € N) oraz

nZ

= |lexp(—zInn)| = exp(—Rezlnn) =

nRez'

Zatem z kryterium Weierstrassa, na kazdej potplaszczyinie Rez > 1+¢ > 1
szereg definiujgcy funkcje C jest zbieiny jednostajnie. Poniewaz kazdy zbior
zwarty K C Q) jest zawarty w pewnej potplaszczyinie Rez > 14¢ > 1, wiec
szereg definiujgcy funkcje ¢ jest zbiezny nj. na Q). Wobec tego ¢ € H(S).
Zavwazmy, ze z poprzedniego twierdzenia wynika zbieznosé niemal jedno-

stagna na §) szeregu pochodnych

= —Inn

>0

n=1

do funkcji ¢'(2). (Za f, w poprzednim twierdzeniu bierzemy cigg sum cze-
Sciowych Y14 = ).
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24 Q Metryka zbieznosci niemal jednostajnej

Ten rozdziat
Niech Q2 C C bedzie zbiorem otwartym oraz K CC 2. Przypomnijmy, pomijamy!

ze przestrzen C(K) (zespolonych funkcji ciaglych na K) z norma || f||x =
sup,ci | f(#)] jest przestrzeniag Banacha.

Ustalmy ciag zbioréw K,, CC 2 takich, ze K,, C Int K, oraz | J K, = Q.
Np. mozna wziaé

1
={z € Q:dist(z,Q°) > 5} N D(0,n).

Dla funkcji f, g € C(Q2) okreslamy

i(5.g) = 32 L — ol 1)

2n

n=1
TWIERDZENIE 105. Funkcja d jest metrykq na C(Q2). Zbieznosé w tej me-
tryce jest rownowazna zbieznosci niemal jednostajne;.

Dowod. Na éwiczeniach. O]

TWIERDZENIE 106. Przestrzen metryczna (C(Q2),d) jest zupelna. Przestrzen
H(Q) jest domknietq podprzestrzenig (C(£2),d).

Dowdd. Niech f,, € C(2) bedzie ciagiem Cauchy’ego i niech p € N. Wowczas
dla n,m na tyle duzych, by || f, — fmlc@) < 277 zachodzi

fe’e) . o .71
Ifo = fullow = min{]|f 2jf i, 1}

j=1

min{an_mele} —
2 2]7 :2 prn_meKp’

czyli obciecia f,, do K, tworzg cigg Cauchy’ego w przestrzeni C(K),). Ponie-
waz przestrzen ta jest zupelna, wiec istnieje g, € C(K),) takie, ze f, = g,
na K,, przy n — oo.

Zauwazmy, ze dla tak zdefiniowanych funkcji g, zachodzi g, = g, na
K,NK,=K,, gdy p < q: jest tak dlatego, ze f,, = g, na K, oraz f,, = g,
na K, (czyli w szczegélnosci na K,,). Wobec tego nastepujaca definicja

g(x) = gp(z), gdyz e K,

jest poprawna i okresla funkcje na €2. Poniewaz g [mix,= 9p [mik,, Wiec g
jest ciggla na kazdym Int K, czyli wszedzie na (2.
Pozostaje pokazac, ze f, — g nj. na ). Poniewaz

| fn — gllx, = 0 dla kazdego j,

minlfo = fullcs 1} _
2 =T

o0
E 277 < o0,
Jj=1
wiec na mocy tw. Lebesgue’a o zbieznosci ograniczonej

 min{|fo — gllx;, 1}
an_gHC(Q):Z 5 ZO—O

j=1

Domknietosé H(£2) jest natychmiastowa, konsekwenq@ twierdzenia Mo-
rery (i byla na ¢wiczeniach: zobacz zadanie 64). O
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UwAcA 107. Nietrudno sprawdzic, ze dziatania lintowe: dodawanie
+:C(Q) x C(Q2) = C(Q)
oraz mnozenie przez skalar
CxO) = C(Q)

sq ciggle.

25 O Zbieznosé¢ w LP
LEMAT 108. Jesli K CC QQ, to

vneNo ElCn<oo vaH(Q)ﬁLl(Q) ||f(N)HK < Can”Ll-
Dowdéd. 7 lematu 102 istniejg zbior K’ CC Qi stala ¢ takie, ze

LF* e < ell Fll

Wobec tego wystarczy udowodnic¢ twierdzenie dla n = 0.

Niech R = dist(/, Q°)/2, wowczas dla dowolnego z € K zachodzi D(z, R) C

2, zatem z wtasnosci sredniej

1 [ .
f(z):—/ f(z+re")ydt, 0<r<R.
2 Jo

Mnozac obustronnie przez r i odcatkowujac otrzymujemy

R2 R
510 = [ fera

I R : 1
:%/0 /0 flz+ ety derdr = — D(%R)f(g)dg.

Zatem .
fE < —5 | F(O1dS < ([ fllzr-
mR? D(z,R) @
Biorac supremum po z € K otrzymujemy teze. ]

TWIERDZENIE 109. Jesli f, € H(Q) N LP(Q), p > 1, oraz f, — f w L, to
istnieje g € H(Q) taka, Ze f, — g nj. w <), oraz f = g pw.
Dowdd. Niech Qr = QN D(0, R), gdzie R jest na tyle duze, aby K C Qg. Z

poprzedniego lematu dla K C Qg i nieréwnosci Holdera zachodzi

1 = fnllic < ()1 = frnllnrny < cE)QRV| fo = frnll oo,

gdzie 1/p+1/q =1 (argument dziata tez dla p = oo i ¢ = 1, lub na odwrdét).
Zatem lim,, ;o0 || fn — fmllx = 0 dla dowolnego K CC Q. Z twierdzenia
Lebesgue’a o zbieznosci ograniczonej wnioskujemy, ze

= min{||f, — fmllx,, 1 >
U = Sl 1}

d(fnafm)zz 2 ZO:O, przy n,m — oo

J=1 J=1

(sumowalng majoranta jest ciag 1/27). Ciag (f,) jest wigc ciggiem Cau-

chy’ego w (H(Q),d), wiec istnieje g € H()) taka, ze f, — g nj. w .
Réwnosé f = ¢g pw. wynika na przyktad z tego, ze f, — g punktowo,

oraz pewien podciag fr, — f punktowo prawie wszedzie. n
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26 Szeregi Laurenta

Dyskusja na temat odwzorowania w > i
Definicja: szereg postaci

o) —1

Do anlz=p)" = 3 an(z—p)"+ D an(z—p)"

n=—oo n=—oo

nazywany szeregiem Laurenta. Je$li R = (limsup,,_,. {/|a,|)~" oraz r =
limsup,,_, ., "/|a,|, to szereg ten jest zbiezny niemal jednostajnie na A(p,r, R) :=

D(p, R)\ D(p,r),0ile r < R. Jeslir = R, to szereg moze by¢ zbiezny jedynie
na 0D(p,r), a gdy r > R, to szereg jest wszedzie rozbiezny.

Przyklad. f(z) = 1 na D(0,1) oraz A(0,1,00). Stad dostaje si¢ rozwi-
niecia f(z) + f(5) na D(0,1), A(0,1,2) oraz A(0, 2, c0).

TWIERDZENIE 110. (wzor Cauchy’ego) Zatézmy, ze f € H(A(p,r, R)), gdzie
r < R, oraz niech v; = p +rje’, t € [0,27] bedzie dodatnio zorientowanym
okregiem o Srodku w p @ promieniu r;, gdzie j = 1,2, orazr < r; <ry < R.

Wowczas
1 w) dw
f(Z):Z_m(/ _/)ft(ujz_, r < |z —p| <o
Y2 71

Dowadd. Dla ustalonych ry, 5 1 z, zapisujemy

]

gdzie 4y sa drogami zamknietymi o takiej wtasnosci, ze istnieja zbiory gwiaz-
dziste otwarte (4, C Q takie, ze 7y C (i, ponadto 2 € 4; oraz Inds (2) = 6y
(rysunek). Teza wynika ze wzoru Cauchy’ego dla zbioréw gwiazdzistych. [

TWIERDZENIE 111. Zalézmy, ze f € H(A(p,r, R)), gdzie r < R. Niech
v =p+pet, t €l0,2n] bedzie dodatnio zorientowanym okregiem o $rodku w
p @ promieniu p € (r, R). Wowczas

f(z)= Z a,(z—=p)", z€ A(p,r, R),

n=—oo

1 f(z)
an—%lmdz.

Dowad. 7 poprzedniego twierdzenia wynika, ze catka definiujaca a,, nie zalezy
od wyboru promienia p € (r, R).

Ustalmy r» < r;1 < ro < R i okregi 71, 72 jak w poprzednim twierdzeniu.
Dla z € A(p,r1,72)

f(z):%m(/w—/%)%::lg—[l.

gdzie
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Mamy

L= fwydw 1 f(w) dw
1_27Ti 71 <W—p)_(z_p)_ 211 " (Z_p)(l_TjT—g)
_ L[ fw) o w -y,
e D
B o] o 1 f(U)) B -1 i
_—HZ:O(Z-Z?) 1.% 71de_—n:zooan(z—p).
Podobnie

Iy= — N
> o v (W=p)—(2—p) 2mi

1 fw) dw 1 f(w) dw
[YQ (w—=p)(1—-325)

w—p

_ 1 Mi(ﬂ)”dw
271 W =P w —p

o0

= (Z—p)n'i/f(—w)nﬂdw:Zan(z—p)”.

27i )., (w—p)

n=0

W obu przypadkach poprawnosé¢ zamiany kolejnosci catkowania i sumowania

wynika tatwo z twierdzenia Fubiniego. O]
UwAGA 112. Jesli f(z) = > 07 _an(z —p)" dla z € A(p,7,R), to dla

v=p+pet, t€l0,2n], p € (r,R) oraz k € Z mamy

/vf(z)(z—p)’“dz:/7 f: an(z — p)"tE dz

n=—oo

= Z an /(z — )" dz = 2mia_,_;.
g

n=—oo

To oznacza, ze szereq Laurenta jest wyznaczony jednoznacznie.

27 QO Holomorficzne przeksztalcenia dysku
Oznaczenia: U = D(0,1), U' = D'(0,1).

LEMAT 113 (Schwarza). Niech f € H(U) spetnia f(0) =0 i |f(z)] <1 dla
z € U. Wowcezas |f(2)] < |z| dla z € U oraz |f'(0)] < 1. Jesli |f(2)] = |z|
dla pewnego z € U lub |f'(0)| =1, to f(z) = Az dla pewnej A € C, |A\| = 1.

Dowdd. 7 zasady maksimum modutu. O]

UWACA 114. Przy zalozeniach lematu Schwarza, albo f jest izometrig dysku,
albo |f(2)| < |z| dla z € U’, czyli f ,Scigga punkty do 0. Pytanie: czy
istnieje funkcja f € H(U), ktora spetnia |f(2)| < |z| dla z € U" oraz f(U) =
U?

Oznaczenie




Funkcja ¢, jest homografia, z ¢wiczen wiemy, ze ¢, (U) = U i ze odwzoro-
waniem odwrotnym jest ¢_,.
Sprawdzamy, ze

1
_ _ 2 _
pala) =0, ¢, (0)=1—lal*, ¢,la)= =

LEMAT 115. Niech o, € U, f € H{U), f(U) C U, f(a) = p. Wowczas

Ponadto réwnosé w powyzszej nierownosci zachodzi wtedy i tylko wtedy, gdy
f(2) = v_p(Apa(2)) dla pewnej |A| = 1.
Dowdd. Stosujemy lemat Schwarza do g = pgo fop_, (jak w Rudinie). O

TWIERDZENIE 116. Niech f € H(U) bedzie funkcjg réznowartosciowq, f(U) =
U. Niech a € U spelnia f(a) = 0. Wowczas istnieje A, |\ = 1, taka Ze
f = Ao (Innymi stowy, jedynymi holomorficznymi bijekcjami dysku sq
(pewne) homografie).

Dowdd. Jak w Rudinie. O]

28 Iloczyny nieskonczone

Dyskusja nt. zer funkcji holomorficznych [Rudin, 15.1].

DEFINICJA 117. Zalézmy, ze (uy,) jest ciggiem liczb zespolonych takim, Ze
P =1 +u)(l+u)...(1+u,)

i Ze istnieje granica p = lim, oo p,. Piszemy wtedy p = [[7_,(1 4+ uy).
Méwimy, ze iloczyn []72 (1 + uy,) jest zbiezny, gdy zbiezny jest cigg (pn)-
UwAcA 118. Czesto przyjmuge sie, zZe iloczyn w przypadku, gdy p = 0, jest
rozbiezny.

LEMAT 119 (Rudin, 15.3). Jezeli uy, us, ..., uy € C oraz
N N
pv = +u), py =[O+ ul).
n=1 n=1
to

Py <exp(lui| + ...+ |un])

oraz
v — 1] <py — 1. (3)
Dowod. Dla x > 0 zachodzi 1 + x < e”, zatem
N N
pyv = [+ ual) < [] ™' = exp(lur] + ... + [uy]).
n=1 n=1

Nieréwnosé¢ (3) zachodzi dla N = 1. Jesli dla pewnego N > 1 zachodzi (3),
to

Ipvyr =1 = [(px =1+ D)1 +uns1) — 1 = [(py — D(1 + uns1) + una]
<I|pn = U1 + [uns1]) + luna] < (P — D + Junsa]) + [una|
:p}(1+]uN+1|)—1:p}kv+1—1. L
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TWIERDZENIE 120 (Rudin, 15.4). Zalézmy, ze {u,} jest ciggiem ograniczo-
nych funkcji zespolonych na zbiorze S takich, ze szereg > |u,(s)| jest zbiezny
jednostajnie na S. Wowczas iloczyn

o0

f(s) =TT +un(s)

n=1

jest zbiezny jednostagnie na S i f(so) = 0 dla pewnego so € S wtedy 1 tylko
wtedy, gdy u,(sg) = —1 dla pewnego n.

Dowdd. 7 zatozen wynika, ze szereg > |u,(s)| jest ograniczony na zbiorze S.
Niech py = [T_, (1 + u,(s)), z poprzedniego lematu [15.3] wnioskujemy, ze
istnieje stata C' = exp(D_ |un(s)]) < oo taka, ze dla wszystkich N i wszystkich
s mamy |py(s)] < C.

Mamy dla dowolnych s € Si N > M

pn(s) = par(s)] = Ipac()] -1 T (1 uals)) = 1
< @l exp( 3 Juns)) = 1) (4)
n=M+1
< Clexp( Y Junls)]) = 1).

Stad i ze zbieznosci jednostajnej szeregu > |u,(s)| wynika, ze ciag {pn} jest
ciagiem Cauchy’ego w (C'(S), || -||s), jest wiec zbiezny jednostajnie do pewnej
funkcji f.

Zalozmy, ze f(sg) = 0. Niech M bedzie na tyle duze, by

o0

exp( Y [un(s0))) — 1< 1/2.

n=M+1

Wowczas z nier6wnosci (4) wynika, ze dla N > M

[P (s0) = Par(s0)| < |pa(s0)1/2,

skad z nieréwnosci trojkata

[P (s0)| = [P (s0)| = [pv(s0) = par(s0)] = [par(s0)l/2-

Po przejéciu z N — oo otrzymujemy, ze 0 = |f(so)| > |par(so)|/2, zatem
un(so) = 0 dla jakiegos n € {1,2,..., M}. O

WNIOSEK 121. Jesli u,, € H(Q) sq takie, Ze szereg Y~ |uy| jest zbiezny
niemal jednostajnie na €2, to iloczyn

o0

f) =0 +ual2), z€Q

n=1

jest zbiezny niemal jednostagnie na Q, f € H(Q) oraz f(z0) = 0 wtedy i tylko
wtedy, gdy u,(z9) = —1 dla pewnego n.
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TWIERDZENIE 122. (Leja, str. 200) Niech u,, € H(Y) bedqg takie, Ze szereg
S0 un| jest zbiezny niemal jednostagnie na Q2 @ niech

o0

f) =] +unl2), z€

n=1

Dla z € Q) takich, ze f(z) # 0 zachodzi wzor

f'2) )
f(2) _;1""“71(2)’

przy czym szereg po prawej jest zbiezny niemal jednostajnie na Q\ f~1({0}).

Dowdd. Niech fy = [T0_,(1 4 un(2)). Jedli fn(2) # 0, to

) s l(2)
Fr(2) =2 T @) (5)

n=1 n

Poniewaz fy — f nj. w Q, wiec réwniez fy — f' nj. w Q. Niech K CC
Q\ f71({0}), wowczas |f| > € na K, a poniewaz fy = f na K, to rowniez
|fn] > €/2 na K dla duzych N. Zatem lewa strona (5) zbiega jednostajnie
na K do ’;’((f)). Stad teza. H
LEMAT 123. Jesli f € H(C) nie ma zer, to istnieje h € H(C) taka, Ze
f=exph.

Dowdd. Niech g bedzie funkcja pierwotna funkcji f//f. Wowcezas

/
(et = pe s+ e (1) —o,
zatem fe 9 = ¢, gdzie ¢ # 0 jest stata. Jesli ¢ = exp(C), to f = expCly,
czyli mozna wzia¢ h = Cg. O

PRZYKEAD 124. Rozklad funkcji sinmz. (Leja, str. 205-206). Niech g(z) =
21,1 = i—z) Poniewaz szereg > -, z—z jest zbiezny niemal jednostajnie
na C, wiec g jest dobrze okreslona i calkowita, ponadto ma pierwiastki tylko
w punktach Z. Pierwiastki te sq¢ jednokrotne, co wida¢ wylgczajoc czynnik
(1-— 2—(22)) przed iloczyn nieskoriczony.

sinz

Zatem funkcja o) M tylko osobliwosci pozorne, rozszerza sie wiec do
funkcji catkowitej, ktora nie ma zer. Wobec tego z lematu

h(z)

g(z) = " H(l — Z—)

sinmz = e

Stosujgc wzor z twierdzenia, dla z € C\ Z otrzymujemy

: / 1 o0 ) 2
Tcetgmr = —(Sl,n ) _ h'(z) + -+ Z/TQL
SN 7wz A p— — %

:h’(z)+1+oo( ! + ! ),

zZ—n Z+n



przy czym (z twierdzenia) szereg po prawej jest zbieiny niemal jednostagnie
na C\ Z. Szereg funkcji holomorficznych niemal jednostajnie zbieiny mozna
rozniczkowac wyraz po wyrazie, wiec

2

= (mctgmz) =

=)= - i(z—nQ (z+1n)>’

n=1

sin® 7z

skqd

h//(Z) _ i 1 . 7T2 (6)

= (z—n)? sin® 7z’

Stad h'"(z + 1) = h'(z) dla z € C\ Z, czyli z twierdzenia o zerach h" jest

(calkowitq) funkcjq 1-okresowq. Wobec tego h(C) = h({z:0 < Rez < 1}).
Jesli z = x + 1y, gdzie x € [0,1] @ |y| > 1, to

n=-—00 n=-—00 O n=0
ponadto
Isi 2 le™ — e 2 |(e7™ — e™) cosTx + i(e”™ + ™) sin wx|?
sinmz|® = =
4 4
P e ™ — 2cos 2T - 2yl
B 4 4

Zatem funkcja po prawej stronie réwnosci (6) jest ograniczona na {z : 0 <
Rez < 1,|Imz| > 1}, z cigglosci jest ograniczona na calym pasie {z : 0 <
Rez < 1}, a z 1-okresowosci na C. Z twierdzenia Liouville’a h" jest stala.
Poniewaz przy y — oo i x € [0,1] mamy " (x + yi) — 0, wiec h” = 0.

Zatem h' jest stata, z nieparzysto$ci obu stron wzoru na 7 ctgwz wynika,
ze h' = 0. Stgd h jest stala, przechodzqc do granicy z — 0 w réwnosci

. oo 2
SINTZ h 1 _Z
I

otrzymugjemy, ze h(z) = Inrw. Podsumowujgc,

e 2
: z
sm7rz:7rzli[1(1—ﬁ) z2e€C
1 (1 1
t = - , eC\Z
Tetgmz z+z(z—n+z+n) 2 \

C\ Z.
sin® 7z Z z—n2’ 2€C\

DEFINICIA 125. (Czynniki pierwsze Weierstrassa) Niech Eo(z) = 1—z oraz

Ep(z):(1—z)exp(z+§+...+%) dlap=1,2,....

Jedynym zerem E, jest z = 1, I, s calkowite, ponadto zachodzi naste-
pujacy lemat.
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LEMAT 126. (Rudin, Lemat 15.8) Dla |z| < 1ip=0,1,... zachodzi
11— Ey(2)] < |27

Dowod. Dla p = 0 jest to oczywiste. Dla p > 1

, 22 2P 22 2P
Ep(z):—exp(z+5—I—...+E)—l—(l—z)exp(z%—;+...+;)(1+z+...
2 2P 2z, 2%/2 zP/
:—zpexp(z—i-E%—...—i-—):—zpee Lerr

p

Wobec tego w rozwinigciu Maclaurina funkeji —E} wszystkie wspétezynniki
sa nieujemne (bo to rozwiniecie mozna dostaé jako iloczyn Cauchy’ego rozwi-
nie¢ o nieujemnych wspétezynnikach). Ponadto z = 0 jest p-krotnym zerem
E. Wobec tego 1 — E, ma (p + 1)-krotne zero w z = 0 i wszystkie wspot-
czynniki w rozwinieciu Maclaurina nieujemne, czyli

o0

1—F
Zp+1 E anz )

n—=

gdzie a,, > 0. Zatem dla |z| < 1,

Zan|z|”<2an_Tll):1. O

‘ Zp+1
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