LISTY ZADAN DO KURSU
ANALIZA MATEMATYCZNA 1

Zadania przeznaczone sa do rozwiazywania na ¢wiczeniach oraz samodzielnie. Dwie dodatko-

we listy: POWTORKA 1 i POWTORKA 2 to przygotowanie do kolokwiéw. Zadania z egza-
minéw na ocen¢ celujacag z lat poprzednich mozna znalezé na stronie Wydziatu Matematyki:
www.wmat.pwr.edu.pl.

LISTA 0 (material do samodzielnego powtérzenia).

Dziatania w zbiorze liczb rzeczywistych

W zadaniach 0.2 — 0.5 n € N, natomiast a,b, x,y sq liczbami rzeczywistymi, dla ktorych wystepu-
jace w zadaniach wyrazenia i+ wykonywane przeksztatcenia majg sens.

0.1. Przypomnie¢ kolejno$¢ wykonywania dziatan w wyrazeniach bez nawiasow oraz w wyraze-
niach z nawiasami. Obliczy¢ warto$¢ wyrazenia: 4 +6 : 2 - 3 — 8 - 2. Wstawi¢ nawiasy tak, aby
warto$¢ otrzymanego wyrazenia byta réwna.

(a) —1, (b) —11, (c) —10.
0.2. Uzupehi¢ i zapamietaé¢ wzory ,skréconego mnozenia”:
(@) (@t b =y () (@b =y (€) (@t b)a=b) =+ (d) (a+B)(a® —ab+ )=

Czy mozna w powyzszych wyrazeniach zastapi¢ 0" przez ,—b"7 Co otrzymamy?

Uprosci¢ wyrazenia wymierne:

3a® — 6ab + 3b* 9+ 6z + 22 a® + 8 1—2°
(o) BESb LI g SRS e ES g e
6a® — 6b x?—9 a* —4 3r% + 3z + 3
()x3—x2—x+1 (0) 222 + 4xy + 2y° ()x3+x2+2x+2
e
2t =222 +1 922 — 9y’ & T2+ 4

0.3. Zapisa¢ wyrazenia w prostszej postaci podajac wykorzystywane prawa dziatan na potegach

3
2" 4 3. 2nt2 (v/2)37+2 — (/8)" 21 - 27" 1 v
(a) g (b) on 5 (c) on+2 § 321’ (d) "0 Va2 | .

0.4. Wykona¢ dziatania. Wynik zapisa¢ w najprostszej postaci.
(a) b a 1 3ab b—a
a - ) - - )
ay +ax by + bx a—b a>—0b a?+ab+b?

oVI— 22— (2 2?)

8z 3x 2 —6x 4 — 2
— d :
(C)x—9x3+m+3w2 (1 —3x)?’ (d) 4 — a2
0.5. W podanych wyrazeniach usuna¢ niewymierno$¢ z mianownika
1 n—2 n+1
a) —————, b ¢ )
()4+\/1+x (b) (>\/5n+4—\/4n+3

NTESV)

Vr+1+ o —1

a—>
Va— Vb

n—1

Vn?+ Yn+1

(d) (e) (f)




LISTA 1.

(na 4 cwiczenia)

Powtérzenie i uzupetnienie wiadomosci o funkcjach

1.1. Zdanie logiczne. Forma zdaniowa. Kwantyfikatory:.

Dla zdan, bedacych zdaniami logicznymi, poda¢ ich warto$é¢ logiczna.
6 _ 3

(a) — > =, (b) 2> =7 <0, (c) \ 2*—17<0,
4 2 zeR
1 1 1
(d)\/x2—7<0, (e) \/ =—+ -, (f)/\\/xQ—yQZO.
zeR zeR—{0,—2} T+ 2 x 2 reR yeR

1.2. Negacja. Rownowaznos$é. Prawa de Morgana dla koniunkcji i alternatywy.

Zapisaé przy uzyciu spéjnikéw logicznych ,i”, ,lub” rozwiazanie réwnania (nieréwnosci). Zazna-
czy¢ na plaszczyznie zbiér punktéw, ktérych wspotrzedne spetniaja podany warunek.

(a) (x+3)(y=2) =0, (b) (x+3)(y—2)#0, (c) (z+3)(y—2)>0, (d)2*—4y*<0,

a+ 2 2a + b a?+b—1

_are <0, ) P}
a—b+1>0’ (8) a+b y (h) a? — b2 0

@ 252 =0, G

1.3. Implikacja. Twierdzenie. Prawo kontrapozycji.

(A) Prawdziwe jest twierdzenie: Jesli liczba naturalna jest podzielna przez 12, to jest podzielna
przez 3.

Wskazaé zatozenie oraz teze twierdzenia.

Na podstawie powyzszego twierdzenia podac:

(a) warunek wystarczajacy podzielnosci przez 3. Dlaczego nie jest to warunek konieczny?

(b) warunek konieczny podzielnosci przez 12. Dlaczego nie jest to warunek wystarczajacy?

(c) Liczba naturalna nie jest podzielna przez 12. Czy twierdzenie pozwala wyciagna¢ wniosek
o podzielnosci tej liczby przez 37

(d) Liczba naturalna jest podzielna przez 3. Czy twierdzenie pozwala wyciagnaé¢ wniosek o po-
dzielnosci tej liczby przez 127

(e) Liczba naturalna nie jest podzielna przez 3. Czy twierdzenie pozwala wyciagnaé¢ wniosek o po-
dzielnosci tej liczby przez 127

(f) Sformutowaé¢ warunek konieczny i wystarczajacy podzielnosci przez 3.

(B) Niech z,y € R. Prawdziwa jest implikacja:
(x>0 i y>0)= (zy>0).
Wskazaé zatozenie oraz teze twierdzenia.

(a) Wiadomo, ze a > 1 i > —1. Czy twierdzenie pozwala wyciagna¢ wniosek o znaku iloczynu
(—1)-(B+1)?7 A o znaku iloczynu « - 5?7 Podaé przyktady.

(b) Wiadomo, ze ab > 0. Czy twierdzenie pozwala wyciagnaé¢ wniosek o znaku liczby a? Podaé
przyktady.

(¢) Wiadomo, ze uv < 0. Jaki wniosek o liczbach u i v pozwala wyciagna¢ twierdzenie?



1.4. Prawa de Morgana dla kwantyfikatorow.

Zapisa¢ w rownowaznej postaci zdania:

<a>ﬂ(/\ 230—2—2), <b>ﬂ(vx2—x4),

zeR <0

(c)ﬁ(\/ /\”2+1<M), (d%(/\ V /\(n>no):><n:b_5<e)>.

MeR neN n e>0npeN neN

1.5. Wyznaczy¢ dziedziny naturalne funkcji. Zbadaé, ktéra z nich jest parzysta, ktora nieparzysta,
a ktoéra nie ma zadnej z tych wlasnosci.

@ f@) =92 ) ey = () f) = VR, () f<x>=H.

x2—9’ 62—z —1’

1.6. Korzystajac z rownania peku prostych y — yo = a (x — xo) oraz interpretacji wspoétczynnika

Ay s sy . .
a = X2 napisa¢ rownanie prostej:

a) przechodzacej przez punkty (2,3), (—1,-3),
b) przechodzacej przez punkt (\/5, —\/§) i réwnolegtej do prostej y = —2x,
¢) przechodzacej przez punkt (—2,1) i prostopadlej do prostej x — 3y +1 = 0.

1.7. Przeksztalcajac wykres odpowiedniej funkcji liniowej narysow¢ wykres podanej funkcji. Od-
czytaé z wykresu zbior wartosci.

(@) £(x) = |4 2], (b) F(x) = 4 - 21a],
©f@) =vaEta, @ m={ {2 S

2

1.8. Przeksztalcajac wykres funkcji y = az® naszkicowaé wykres funkcji y = f(x). Odczytaé

z wykresu zbiér wartodci.

(a) f(x) = 2* — 42 + 5, (b) f(z) =2* —2|z| +1,
(c) f(z) = —4 — 4o — 227, (d) f(z) = sgn(2® — 3x).
1.9. Przeksztalcajac wykres funkcji y = % Jub y = % naszkicowaé¢ wykres funkcji y = f(z).
x x

Odczytaé¢ z wykresu zbiér wartosci.

@ 1) =~ 00 = T @ S0 = g (@ S = S

x—1’

1.10. Napisa¢ wzory okreslajace funkcje ztozone fog, go f, fo f, go g dla podanych funkcji

]
f 1 g. Naszkicowaé¢ wykresy funkcji y = f(g(z)) oraz y = g(f(z)).

(a) f(z) =2% g(z)=2—2, (b) f(z) =z, g(x) =42

(©) fz) = 2], g(z) = (d) f(z) =2* =2, g(x) = sgne.



1.11. Zaproponowaé przedstawienie funkcji ztozonych w postaci g o h. Czy jest tylko jedna para
funkcji g, h takich, ze f = goh?

(8) f(z) = V216,  (b) f(z) = x41+3 (¢) f(x) = 4a® + 12z,

1.12. Obliczy¢
T
log, 2\/5, log 0,01, logs2 —logs;18, 3logd+ 0,5log64, logstg 5

In 63, 210g2 37 (]‘

log3 5 1 V6 21n10 1—In 10
3) ;o 3%vaz et e logy 3 - logy 8.

1.13. Zaznaczy¢ na plaszczyznie zbior punktéw, ktérych wspéhrzedne (z,y) speliaja podany
warunek

(a) logyy = logy x +logy 3, (b) logy sy = 2logys(x + 1), (c) log|y| = log|z| +1log0,5.

1.14. Naszkicowaé¢ wykresy funkcji

() f(x) = 27, o) £ =|(3) -1

1.15. Rozwiaza¢ réwnania i nieréwnosci

1 (z—2)2 -5z 1\%
(a) <2> _ (4) . ()44 24=5.925H (c) |25 — 5| < 2,
(d) |3logx — 1| = 2, (e) logy(x + 1) —logyz < 1, (f) In®z +Inx > 2.

1.16. Wyprowadzi¢ wzor okreslajacy funkcje odwrotna do funkcji f. Naszkicowaé¢ w jednym ukta-
dzie wspotrzednych wykresy funkcji y = f(z) iy = f~1(x).

(a) f(z) =logy(x +1),  (b) flz) =1-2",  (c) f(a) =2V,

(d) f(x) =2 —22+2 dla z>1, (e) f(w) =2 —22+2 dla <1

1.17. Wykorzystujac okresowosé¢ funkcji i koto trygonometryczne obliczy¢ wartosci wyrazen

m .4 . 13 .11 14 19
(a) cos 3 + sin 3™ (b) sin 57 + sin 37 (c) cos 37 + cos 5

(d) sin (—9 )—i—cos (—13 ) (e) sinH —i—cos.H (f) t 2 + ct 19
17 17 57 5 g gy

1.18. Udowodni¢ tozsamosci. Okresli¢ ich dziedziny.

9 1

to2
(a) cos™z = —————, &7
1+tgex

1 — tg?Z 2tgZ
—, 8 3 (d) sinx = &3
1+tg*x

(b) sin®x = FR— PR

(c) cosx =

SI oS
(e) 1+ tgz + tglz + tg'z = M, (f) sin*x + cos* 2 = 1 — 0,5sin* 2.

cos3 x



1.19. Krzywa dana rownaniem y = asin(bz + ¢) + d dla ustalonych parametréw a # 0,0 # 0, ¢, d
nazywamy sinusoida. Uzasadni¢, ze kazda z ponizszych krzywych jest sinusoidg i naszkicowac ja.

(a) y = sinz cos z, (b) y = (sinz + cosz)?, (c) y = cos® z.

1.20. Naszkicowaé wykres funkcji y = f(x). Odezytaé z wykresu okres podstawowy oraz zbiér
wartosci funkcji.

™ _ , x
(@) f(o) = cos (¢+7), () (@) =sine +[sinal, (¢) f() =tg5, (@) Fla) = fetg(r)|
1.21. Rozwigzaé¢ réwnania i nieréwnosci.
: T x
(a) cos2z =0, (b) sin (3:1: + 3> = -1, (c) tg§ =1,

(d) sin <:L' + Z) <0, (e) cosg > 0, (f) ctg?r < 1.

1.22. Obliczy¢ wartosci wyrazen

x x 1 s
(a) w = arcsin 5 ~arccos 5 + arctg;, jesli arccetgr = G

(b) w = arcsin(—x) + arccos 2z + arctg2z, jesli arccosz = %;

1
(c) tg (arccos 3); (d) sin (arcsini + arcsin 187>

1.23. Rozwiaza¢ réwnania wykorzystujac funkcje cyklometryczne

1 1

(a) tg2x =5, (b) sinz = 3 (c) sinz = 7 (d) cos <$ + 75T> = (e) cosz = —1

V3 3
3 )

Podobne zadania (takze rozwigzane) mozna znaleZé w skrypcie:
M.Gewert, Z.Skoczylas, Wstep do analizy i algebry. Teoria, przyktady, zadania, Oficyna Wydaw-
nicza GiS, Wroctaw 2014.



LISTA 2

(na 1 éwiczenia)

Ciagi liczbowe

2.1. Uzasadnié, ze podane ciagi sa monotoniczne i ograniczone.

n 2" (n!)? :
= — b) b, = ——— — d) d. =
(a) an 1’ (b) by, STy (c) e 2n)’ (d) d, sin g,
(n+2)? 11 1 1
(e)en:W’ (f) fo=vVn+8—+vn+3, (g)gn—2+22+23+ +27

2.2. Korzystajac z odpowiedniej definicji granicy ciagu liczbowego, uzasadnié, ze

. n o on?+1 . n+4
(a) lim ——— =1, (b) lim —— = +oo, (c) Jim ——— #2.

2.3. Uzasadni¢, podajac odpowiednie przyktady, ze ponizsze wyrazenia sg nieoznaczone

0 o0
— 0- o0, 00 — 00, 1°°, o0

0 0
— 0".
0’ oo’

Y

2.4. Obliczy¢ granice ciagéw liczbowych.

2n — 3 n®>+3n—38 n>+n—3
n — b) b, = ) n — )
(&) an = 3073 (b) M+ 5 e B |
@ _ (2n+3)° © n+vnd+7 0 / gtz 4 2n
n 5 €)en = /40— n — 5
T (20t 47)° V/n2 45+ 4n 23+l 4 3n 4 4
1+24+3+--+
(8) gn = — (h) hy = Vi + 8 — vV 13,
n
(i) ip = VN2 +4n+1—v/n2 +3, (G) Jn=V2n+1—+n+ 23,
(k) kp = V9" +4-3" +1—+/9" +3, M)l =n"*—2-n*-3.n" +3,
n2
__mn 2n n—+5 o n+4 n+3 . n2—|—3
LT (i R P L
) (2n+1>1_3” ) <4n+1)”+6 ) (3"+2“>"
n — 5 r)r, = s n — .
PI P =9, 15 =g —1 %) 5 = \pn 1 gn

2.5. Dla danego ciagu (a,,) dobra¢ ciag (b,) postaci b, = n? lub b, = o™ tak, aby ciagi (a,) i (b,)
.. . . L eoq. Qp

byly tego samego rzedu. (Mowimy, Ze ciggi (a,), (b,) sq tego samego rzedu, jesli nh_)rglob— =k,

dla pewnej liczby dodatniej k.) !

1 n?
@ =y e (@a=vrsi-vadtl
(@) ay =~ @ = —> (B an=
Un =3 on 9. 3n’ € n = Un = § onil y 9. 30"

Podobne zadania (takze rozwigzane) mozna znaleZé w skrypcie:
M. Gewert, Z.Skoczylas, Analiza matematyczna 1. Przyktady i zadania, Oficyna Wydawnicza GiS,
Wroctaw 2018, rozdzial 2.



LISTA 3

(na 2 éwiczenia)

Granice funkcji. Asymptoty. Funkcje ciggte

3.1. Narysowa¢ wykresy funkcji spetniajacych wszystkie podane warunki

() F(0) =1, lm_f(r)=+oo, lmf(x)=—1, limf(x)= o0, lim f(x)=m

T—+00

(b) g(0) =4, lim g(z) =0, lim g(z) =+oo, lim g(x)=0,

r——00 r——3"

J61_1)5{100 g(x) nie istnieje;

T——00 T —

(¢) lim h(x)= —o0, lim h(x) nie istnieje, lil% h(x) # h(0), lim h(xz) = +o0, h(3) <0.

3.2. Obliczy¢ granice

. 2?2 —3x+2 2?2 —3x+2 . 8—-2 . 8-
(a) lim —s——, () lm—p——, (¢ lim -, (d) lim ——
3 T 3 2 3 2
(e) lim ~1° () lim ——, (@ lim YEET gy gy YRR
z—1 |22 — 1] e—1-x — 1 z—too 1 4 \/T =0t T+ /T
(i) Tim 227 (j) lim —>—, (k) lim -or, ) lim 2%
=0 z—0 sin” 3x z—+oo tg2 z—7% sin 6x

3.3. Uzasadni¢, ze podane granice funkcji nie istnieja

20 —1 1
) Jim, oy O @ lmaa (@) fimse(eing,

3.4. Korzystajac z odpowiednich twierdzen (o trzech funkcjach, o iloczynie funkeji ograniczonej
i funkcji zbieznej do zera, o dwdch funkcjach) wyznaczy¢ granice
, 1 . sinz? . 2z +sina? . 2+sint
(a) lim v/zcos—,  (b) lim = (c) SRR (d) lim ———=.
x

im
z0+ z——co z—-+o0 31 + oS/’ om0t 3

3.5. Narysowa¢ wykresy funkcji spetniajacych wszystkie podane warunki

(a) prosta x = 1 jest asymptota pionowa obustronna funkcji f, y = 2 jest asymptota pozioma
w —00, y = —x + 2 jest asymptota ukosng w +o0;

(b) prosta x = —2 jest asymptota pionowa lewostronng funkcji g i nie jest asymptota pionowa
prawostronng, funkcja g nie ma asymptoty w —oo, hI_{l g(x) = 3;

(c) prosta z = 0 jest asymptota pionowa obustronng funkcji h, lin%) h(z) nie istnieje,
lim [h(r) 4+ 22] =0, lim [h(x)+2—1]=0.



3.6. Wyznaczy¢ wszystkie asymptoty funkcji f. Naszkicowaé hipotetyczny wykres.

b) () = £ =8 (©) fla) = >

x—1"

83 + 1
() F(2) = T

(d) f(z) = e’ (e) f(z) = Va? — 2z, (f) f(x) COS T

et — 2’ T or—x

3.7. Czy mozna dobra¢ parametry a,b € R tak, aby podana funkcja byta cigglta na R. Wykonaé
rysunek.

_flz+2| dla <0 _ f[arctge dla |z| <1
@r@={ P @ISt o ={ e, W st
1
24 P dla jof £1
C)f(x):{ vop W TF2 gy =g el
dla =2
a b dla z=1

3.8. Uzasadni¢, korzystajac z twierdzenia Darboux, ze réwnanie ma rozwigzanie we wskazanym
przedziale. W przyktadach (a), (b), (c¢) uzasadni¢ jednoznaczno$é rozwiazania. Podaé graficzna
interpretacje rownania.

. s - 1 1
(a) sinx = 2 — 2z, (O,2>; (b) e = (2,1>;
(c) 2 = —Inz, (0, +00); (d) 10sin(7x) =z + 1, (—;, 1).

3.9. Uzasadni¢, ze réwnanie ma doktadnie jedno rozwiazanie i wyznaczy¢ je (nie korzystajac z kal-
kulatora) z btedem nie wigkszym niz 0,25.

(a) 2° + 62 = 2, (b) 2° +2* + 22 +1 =0, (c) 2> =4+277

Podobne zadania (takze rozwigzane) mozna znaleZé w skrypcie:
M.Gewert, Z.Skoczylas, Analiza matematyczna 1. Przyktady i zadania, Oficyna Wydawnicza GiS,
Wroctaw 2018, rozdzial 3.



POWTORKA 1

P1.1. Naszkicowaé¢ wykresy funkcji.

Wr@=g-d w = (©) Flz) =2~ afa] 47,
(d) f(x) =1—y/lz] =2,  (e) flz)=2"" -2, (f) f(z) = [|logy(x — 2)| — 1],
(8) () =1+t (h) f(z) = cos (m + g) (i) f(z) = 2sin 22 — |sin 2z,
() f(x) = lotae] (k) f(z) =7 — arctgz () f(z) = T 4 arcsinz

ctgr ’ ’ 2 ‘

P1.2. Wyznaczy¢ dziedzine funkcji.
x+3 T+ 2

(a) f(x) = N (b) f(z) = p—t (c) f(z) =1—Insinz,
) 1 5 1

(d) f(z) = log, (22 —3)’ (e) f(x) = 5= 9 (f) f(x) =In (6__(x>’

(g) fz) = 3ctg£, (h) f(z) = o 122rctg2x’ (i) f(x) = arcsinln x.

P1.3. Rozwiaza¢ rownania i nierownosci.

(@) 2@ —1) <2z +2), (B =52 -4, (0) > <2
xr
e ol .3 1
(d) e =3 =1, () 2"~ 2 >2 () — <3,
(g) sin (21* + Z) > 0, (h) COS2% =1, (i) tg3z = 2.

P1.4. Uzasadni¢ tozsamos¢ trygonometryczna i podac jej dziedzine.

1 1 sinx

1 2 2
(a) cosx - (tgz + ctgr) = snz’ (b) tg”z — ctg’z = oz sinlz

P1.5. Napisa¢ wzory okreslajace funkcje ztozone f o g, g o f oraz naszkicowac ich wykresy.

() f(z) =2 —dz, g(z) = |z], (b) flz) =e™*, g(x) =22x+1,
(¢) f(z) =logys @, g(x) = l|z|+2 (d) f(z) = cos2z, g(x) = 0,5z,

© f@) =sin(v+7), g@) =20, () fla) =V, gle)=a*



P1.6. Wyprowadzi¢ wzor funkcji odwrotnej do funkeji f. Naszkicowaé¢ w jednym uktadzie wspot-
rzednych wykresy funkcji y = f(z) iy = f~!(z).

(a) f(z) =4 =2z, (b) flz) =va+1, () flz)=1+2" (d) f(z)=2In(z+1),

(e) f(x) =2 +2x dla x> —1, ) f(x) =2*+2z dla z<-1.

P1.7. Uzasadnié, ze ciag (a,) jest monotoniczny (od pewnego miejsca) i ograniczony

n — o, a0 b n — 9 n — 9
(&) an = 3077 (b) a 5n © o = G
(d)an:cos2L (e) a,=vVn+4—+/n (f)anzl.i.i.
dn+ 7 ’ 2 22 23 on
P1.8. Obliczy¢ granice ciggéw liczbowych:
\/577,4—4 3n+1+6_2n 1
(a) an = ——~, (b) an = c———=> (c) an = )
dn++/5 5. 4n=1 — 3n VAT 327 — /A" + 4
1+n? 3—vn3+9
(@) @y =T =97 (o) a, (), =YV

T 14243+4--+n

YR,
Oa=(aie) wa=(r) wa= ()T

n? +2n 2n + 1 3n + 2

, — — arctg(2n + 1)
(J) Ap = VT" — \/e_7 (k) Ap = HTCCthnQ, (1) Ay = 1n(4n + 5) - 111(277/ + 3)

P1.9. Naszkicowa¢ wykresy funkcji spetniajacych wszystkie podane warunki

(a) lim f(z) =1, lim f(x) =400, lim f(x)= 400, f jest funkcja nieparzysta;

z—0t r—3 T——400
(b) prosta y = 1 jest asymptota pozioma w —oo, prosta z = 0 jest asymptota pionowa obustronna,
lirr% g(x) nie istnieje, g jest funkcja parzysta;
r—

(¢) lim [h(z) —2z+2] =0, lim h(z)=-2, lim h(z)=—-o0, lim h(x)=1,

T——00 rz—1— z—1t T—-+00

h nie jest ciagta w punkcie xy = 0.



P1.10. Obliczy¢ granice funkcji:

. x? =22 -3 . x? =21 -3 . x?—2r—3 . VJr—5-2
(a) lim —s—o—, (b) lim —p—r—, (c) lim —07p—0—, (d) lim ~——7—,
3¥ 427 37 427 1
(© Jim e (0t P ) I (b) lim (Va® + 2+ ),
2 . . . . t 4
(i) lim sin” 7 () lim sin 7 (k) lim 3sin3r — 5sin 5x7 (1) lim . tedr
T=too \/x T TOT I — T z—0 x =0 /1 +3r —1

P1.11. Zbada¢, czy istnieja granice:

sin(mz) . at2 , 1 , 1
b) 1 o=2 | tg— d) 1 :
, (b) lim e==2, (c) lim arcctg—, (d) lim +——

(a) lim

x—0 |1]|

P1.12. Wyznaczy¢ asymptoty funkeji:

@) f@) = 0 ) f@) =T (@) f) = (@) f@) =V i,

22 -1’ 72— 21
(e) f(x)zgi_Ll, (f) f(x):2i:1§1x, () f(x):?:’;’ (h) f(x):gthinx\/E'

P1.13. Czy mozna dobra¢ parametry a,b € R tak, aby funkcja f byta ciaggta na R? Obliczy¢
odpowiednie granice i naszkicowa¢ wykres funkcji f.

T+ 2 dla z<1
(a) fx) =4 D dla z=1 | (b) f(x):{ ar+b dla |z| <1 ’
2 4+ar+1 da z>1 arctgr dla |z| > 1

P1.14. Korzystajac z twierdzenia Darboux uzasadnié¢, ze rownanie ma doktadnie jedno rozwigza-
nie na wskazanym przedziale. Przedstawi¢ graficzng interpretacje réwnania.

2
()47 == (0.5,1) (b) Inz=1-2z,  (0,51);

(c) 3% = —a°, (—1,-0,5); (d) 2° =4 — \/x, (1,2).

Podobne zadania (takze rozwigzane) mozna znaleZé w skryptach:

M.Gewert, Z.Skoczylas, Analiza matematyczna 1. Przyktady i zadania, Oficyna Wydawnicza GiS,
Wroctaw 2018,

M.Gewert, Z.Skoczylas, Wstep do analizy i algebry. Teoria, przyktady, zadania, Oficyna Wydaw-
nicza GiS, Wroctaw 2014.



LISTA 4

(na 3 éwiczenia)

Rachunek rézniczkowy funkcji jednej zmiennej

4.1. Korzystajac z definicji zbadaé, czy istnieja pochodne jednostronne oraz pochodna podane;j
funkcji we wskazanym punkcie. Naszkicowaé¢ wykres funke;ji.

(a) y(z) = ‘352 -4, z0=2 (b) f(z) = ’sin?’x , wo=0;
— g2 — 0 12 dla z<1 _
(O ale) =m0 =0 o= { (z—2)* dla z>1" ro = 1.

4.2. Korzystajac z wzoru na pochodna funkcji f(z) = x® i regut rézniczkowania, obliczy¢ pochod-
na funkcji:

1 1 2 1

— 24 4 . 23 b — K. __ -
(a) y = V2 + 47 — oo + 322z, (b)y S Ay R var1

3 _
x 52 2

r? Tt _\/5 8 T /53
(c)y:%—ﬁ—l—ﬁ—F?, (d)y—\/%—w—i—\/;%—\/;

4.3. Korzystajac z wzoru na pochodng iloczynu lub ilorazu, obliczy¢ pochodng funkcji:

(a) y =€" - cosz, )y =2*-Inz, (c)y==2-2"-sinz, (d)y=2’-tgr-arctgz,

T 2T — 3% zlnx rsinx + cosx

(f) y = , (8 y=p (h)y =

24 ax+2 x 2z — 3’

sinz —xcosz

4.4. Obliczy¢ pochodng funkcji:

(8) y=In@z),  (b)y=

. m 1
m, (¢) y = 3xsin <5x — 4), (d)y = arctg;,

z+1 . T
= f) y = sin? = 5<2 _) h) v = 2° cos2 .
(@Qy=1,1g Dy=snz (8) y = cos® (22 — =), (h) y = 2 cos® mx

4.5. Napisa¢ réwnanie stycznej do wykresu funkcji y = f(z) w punkcie (zq, f(zo)). Sporzadzié
rysunek.

(a) f(x) =sin2x, x0=0; (b) f(x)=ctge, zo=15m (c) f(x)=1In(x—3), f(xy)=0.

4.6. Napisa¢ réwnanie tej stycznej do wykresu funkeji y = f(x), ktéra ma podana whasnosé.

(a) f(x) =z - Inx, styczna jest réwnolegla do prostej 5z + 5y — 1 = 0;
(b) f(z) = V&% 4 1, styczna jest prostopadia do prostej 2z — y = 0;
x
(c) f(x) 27 Styczna jes pozmm;ar,
(d) f(z) = 3 — 2?, styczna tworzy kat — z dodatnim kierunkiem osi OX.



4.7. Korzystajac z rozniczki funkcji obliczy¢ przyblizona warto$é¢ wyrazenia:

1 1n0.99
- by Y
(2) V4,02 (b) 1,99

4.8. W wyniku pomiaru dtugosci krawedzi czworo$cianu foremnego otrzymano 1,00 £ 0,01 m. Z
jakim bltedem bezwzglednym i wzglednym zostang obliczone: wysokos¢, pole powierzchni i obje-
tos¢ tego czworos$cianu?

(c) 1,03 - /8,03, (d) tg?44°.

4.9. Korzystajac z reguty de L‘Hospitala obliczy¢ granice:

_ In(sin (32)) _In(1+29) /1
(@) lim —— () tm S (o) dim (- etg),
(d) a:1—1>r—i{1c>o (\/5 —In x), (e) xli%i Vrlnz, (f) xlgrrl_ (r —x) - tg§.

4.10. Wyznaczy¢ wszystkie asymptoty funkcji:

@ fa) = T ) o) = I 0 f@) = @) fo) = (o - 4).

4.11. Wyznaczy¢ przedzialy monotonicznosci i ekstrema lokalne funkcji. Naszkicowacé ich wykresy.
28 x?

@y =T =5 By = (@ f@) =, (@) (o) = Vil

4.12. Znalez¢ najmniejsza i najwicksza wartos¢ funkceji na wskazanym przedziale:

(a) f(x) =2 — 2z, [0,5], (b) f(z) = arctgr — g, 0,2], (c) f(x) =2sinx + sin2z, |0, 377]

4.13.

(a) Wyznaczy¢ dwie liczby dodatnie, ktérych suma jest réwna 20, a iloczyn kwadratu pierwszej
i trzeciej potegi drugiej ma warto$¢ najwieksza.

(b) Zbadaé, ktory z prostopadloscianéw o podstawie kwadratowej i danym polu powierzchni cat-
kowitej ma najwiekszg objetosc.

(c) Firma spedycyjna przyjmuje zlecenie przewozu prostopadtodciennych paczek, dla ktérych suma
wysokosci i obwodu podstawy jest nie wieksza niz 108 cm. Znalez¢ wymiary paczki o kwadratowej
podstawie i najwiekszej objetosci, ktéra moze byé¢ przestana za posrednictwem tej firmy.

(d) Przez punkt P = (1,3) poprowadzi¢ prosta tak, aby wraz z dodatnimi poétosiami uktadu
wspotrzednych tworzyta tréjkat o najmniejszym polu.

4.14. Wyznaczy¢ zbior wartosci funkeji:

(a) f(z) = 17—|—x2, ) g(z) = (x+1)-e*, (c) h(z) =2 -In*z, (d)h(z) =sinz — sin®z.

e

Podobne zadania (z rozwigzaniami lub odpowiedziami) mozina znaleZé w skrypcie:
M.Gewert, Z.Skoczylas, Analiza matematyczna 1. Przyktady i zadania, Oficyna Wydawnicza GiS,
Wroctaw 2018, rozdzial 4, 5.



LISTA 5.

(na 4 éwiczenia)

Calka nieoznaczona i oznaczona

5.1. Korzystajac z definicji i wzoréw na pochodne podstawowych funkcji odgadnaé¢ funkcje pier-
wotne F' funkcji f:

3

(a) flz) =221, (b) flz) = ;-

(©) f@) =sin (2 +5), (&) f@) =

5.2. Obliczy¢ catki:

(a)/x4_x3+x_1das, (b)/(x_2>2dx, © [ (Vo+1) (z=va+1) dn,

z—1 T

- 2% —2.37 2
(e)/?’?’daj’ (f)/Lxde’

o cos? x - sin® x

@ [V,

(2) /Ctg2x dzx, (h) /sinx -cosx dx, (i) / (4 sin <x + Z) — 6cos 3z + 1) dx.

5.3. Obliczy¢ calki stosujac odpowiednie podstawienie
4
(a) /x\/l +222dx, (b) /\%521;7_4@5’ (c) /1’2 (333 - 2)5 dr, (d) /sinx -cos’ wdx |

(e)/ln%vd (f)/ = g ()/s' 24 cos’ad (h)/ld
X, xe X, g in“x xdr, 2 A5 x.

xz

LCY—
o) de =In|f(z)|+ C.

1 T 1 e
(a) / 3x+2 dz, (b) / 1+ 222 dz, (c) / rlnzx dz, (d) / et +1 dr.

5.5. Obliczy¢ calki, stosujac wzor na catkowanie przez czesci

5.4. Obliczy¢ calki, korzystajac z tego, ze /

(a) /xe’&” dx, (b) /xcosgdx, (c) /:B2 sin <x+ g) dr , (d) /ln(x—l— 1) dzx,
(e) /\/Elnxda:, (f) /ljzjjdx, (2) /arcctgxdx, (h) /e‘xsin2xdm.

5.6. Zapisa¢ sume catkowa dla podanej calki oznaczonej. Zastosowaé¢ rownomierny podzial prze-
dziatu catkowania. Wykorzysta¢ wartosci funkeji podcatkowej w prawych koncach podprzedziatow.
Korzystajac z definicji obliczyé calki z przyktadéw (a), (b).

1 2 s

(a) /a:2dx, (b) /md:p, (c) /sinxdw, (d)/1 ! dx.

1+
0 1 0




5.7. Obliczy¢ calke oznaczong. Podac jej interpretacje geometryczng, wykonujac odpowiedni ry-
sunek.

us

1

(a) /1(1+:L')d:v, (b) /7Tsin2:cdx, (c) /e’xda:, (d) /Sctgxd:c, (e) 7lnxdx.

I

5.8. Wyznaczy¢ $rednia warto$¢ funkcji f na przedziale [a, b]. Wykonaé rysunek.

(a) f(z) = sin? z, [a,b] = [0, 7]; (b) f(z) = |z —2[, [a,0] =0,3].

5.9. Obliczy¢ pole figury ograniczonej podanymi krzywymi. Wykonaé rysunek.
4

(a)y=a2"=22+3, y=1a+3; (b)y:m,yzl;
2
(c)y:azQ,y:%,y:Z’)x; (d)y=—-In(z+2), x=0, y=0.

5.10. Napisa¢ wzor na dtugosé tuku wykresu funkcji rézniczkowalnej i obliczy¢ dtugosci podanych
krzywych. Naszkicowac je.

(a) y = —x x,xe{o,g]; (b) y=v4—2% z€[-1,1]

T ﬂ}; (d)y=Inzx, x €[l,e].

= Insi rz
(c) y=Insinz, x € [3,2

5.11. Napisa¢ wzor na objeto$¢ bryly obrotowej powstajacej przez obrét wokédt osi OX obszaru
ograniczonego wykresem ciaglej funkcji nieujemnej y = f(z), osia OX i prostymi x = a,z = b.
Korzystajac z tego wzoru obliczy¢ objetosé:

(a) kuli o promienu R,

(b) stozka $cietego o promieniach podstaw r, R i wysokosci H,

(c) bryly powstajacej przez obrét wokoét osi OX obszaru

T:{(x,y)€R2:0<x< 0<y<tgz},

T
4 )
(d) bryty powstajacej przez obrét wokét osi OX obszaru

T:{(x,y)eR2:— <w<g,0<y<coszx}.

il
2
5.12. Obliczy¢ catki funkcji wymiernych

() [ 8 oyl () / vord,

22—-1 " 42 —4r—4 x4 + 322
2 5 —4x 2 +2r+1
d /—d, /—d, f/—d
D) ererwn®™ ©) g mr0® O ) mroz o™



5.13. Obliczy¢ catki funkcji trygonometrycznych

3
.5 .9 3 cos’ / 1
(a) /Sm zdz, (b) /Wsm xzcos®xdr, (c) /W_ sinxdx’ (d) ﬂ74+5sin2xdx
1
e —dx, (e sin x sin 3z dx, f sin 2z cosdxrdr, (g sin’® z dx.
5—3cosx

Podobne zadania (z rozwigzaniami lub odpowiedziami) mozina znaleZé w skrypcie:
M. Gewert, Z.Skoczylas, Analiza matematyczna 1. Przyklady i zadania, Oficyna Wydawnicza GiS,
Wroctaw 2018, rozdzial 6, 7, 8.



POWTORKA 2

P2.1. Obliczy¢ pochodne funkcji:

(@) 1) = gy () f() =7 sin2e, (o) f(r) = (rcose)’ (@) fr) = 2L

P2.2.

_1

sarctg (1 — 2%) w miejscach zerowych

(a) Napisa¢ réwnania stycznych do wykresu funkcji f(x)
funkcji. Pod jakimi katami wykres przecina o§ OX?

(b) Napisa¢ rownanie tej stycznej do wykresu funkcji f(z) = In/z — 0,522, ktéra jest rownolegta
do osi OX.

(c) Napisaé¢ réwnanie tej stycznej do wykresu funkcji f(z) = In (:c2 - e_x), ktora jest rownolegta
do prostej [ :y =5 — .

(d) Napisa¢ réwnanie tej stycznej do wykresu funkeji f(z) = tg(2z) — 3z, =z € (—Z, Z), ktora
jest prostopadta do prostej [ : x 4+ 5y = 0.

(e) Dla jakich wartoéci parametréw a, b parabola o réwnaniu y = —x? + az + b jest styczna w punk-
cie (1,1) do prostej y = x? Wykonaé rysunek.

P2.3. Wykorzystujac rézniczke obliczy¢, o ile w przyblizeniu zmieni si¢ wartos¢ funkcji

(a) f(z) = (1 + ) Inz, gdy jej argument wzrosnie od wartosci zo = 1 do wartosci x; = 1,1;

x
(b) g(z) = 1\1_, gdy jej argument zmieni sie od wartosci xy = 4 do wartosci x; = 3,99.
x

P2.4. Zbadac¢ istnienie asymptoty

1 —cos3zx
, 42— 0 funkcii _ 1—cossz

(a) o réwnaniu x unkcji f(x) oy
In(1+4 3

(b) o réwnaniu z = g funkeji f(z) = rl(ﬂ—i—_;;)sac)?

(c) poziomej w +o0 funkcji f(z) = x - (6% — 2%),
1 1

d 5 iu z = 0 funkcji =—-—

(d) o réwnaniu x unkcji f(x) P

P2.5. Znalez¢ najmniejsza i najwieksza wartos¢ funkceji na wskazanym przedziale.

,CE—|—1 em
Nt [—7,0]; () y(z) =15

(c) g(x) = V3cosx +sina, {O, g}, (d) y(z) = V(22 + ), [-2,3]

P2.6. Wyznaczy¢ przedzialy monotonicznosci i ekstrema lokalne funkcji f. Naszkicowaé jej wy-
kres.

(a) f(x) = [—2,2];

e x

(a) f(z) =In(2* — 22>+ z), (b) f(a) =2-In'z, (c) flx)=——, (d) f(a)



P2.7. Wyznaczy¢ zbior wartodci funkcji. Naszkicowaé jej wykres.

() y@) = =g ) @) =c-(1+2ha), () f@) = Vie-2® (@) oy = ¥

P2.8.
(a) W obszar ograniczony parabola y = 16 — 2” i osig OX wpisano prostokat tak, ze jeden z jego
bokoéw lezy na osi OX. Jakie wymiary ma prostokat o najwiekszym polu?

(b) Metodami rachunku rézniczkowego uzasadnié, ze prostopadtosdcian o danej sumie dtugosci kra-
wedzi, kwadratowej podstawie i najwiekszej objetosci jest szescianem.

(c) Ile materiatu stracimy wycinajac z blachy w ksztalcie potkola o promieniu R prostokat o naj-
wiekszym polu?

P2.9. Obliczy¢ caltki:

2 In?
(a) /1"008(7T$+2) dx, (b) /(;) d.fC, (C) I\l/;dfl?a
: tg(l Va? 41 1
(d)/sm?)xdm’ (e)/g(nx)dx’ (f)/\/I + 1+ Va2 + vdz,
p - 2 +1
141 1
YR ) [y r—

P2.10. Obliczy¢ catke oznaczong. Podaé jej interpretacje geometryczng. Wykonaé¢ rysunek.

1

™ e2 3
(a) /625‘ dx, (b) /sinmcosxdm, (c) /lnxda:, (d) /tgm dx.
0 1 0

-1

P2.11. Obliczy¢ pole figury ograniczonej podanymi krzywymi. Wykonaé¢ rysunek.

(a)y:x2—2x,y:w+4; (b)y:xQ,y:5—(9€—|—1)2;
4
(c) y =V, y= (d)y=$2+1,y=1;
(e)x+y=4, y=—; (f) y=sinz, y==x, z =,
T
(g y=In(l+x), y=z, x=c¢ hy=mh(l+z), y=z,y=1.

Podobne zadania (takze rozwigzane) mozna znalezZé w skryptach:

M. Gewert, Z.Skoczylas, Analiza matematyczna 1. Przyklady i zadania, Oficyna Wydawnicza GiS,
Wroctaw 2018,

M.Gewert, Z.Skoczylas, Analiza matematyczna 1. Kolokwia i egzaminy, Oficyna Wydawnicza GiS,
Wroctaw 2018.



LISTA 6.
(dodatkowa)

6.1. Wyznaczy¢ przedzialty wypuktosci i punkty przegiecia wykresu funkeji

1

B _lnx
o241

(0) () = e, () f(a) =
6.2. Zbada¢é przebieg zmiennosci funkcji i sporzadzié¢ ich wykresy:
z _ Iz

) f@)= ") ) f@) =" () fa) = YT

x—1 x x—1’

(a) f(z) (d) f(z) =sinz + 0,125 sin 2z.

(d) f(x) = 4e” — e**.

6.3. Napisa¢ wzory Taylora z drugg i trzecig resztg dla podanych funkcji i punktow. Naszkicowad
wykres funkcji oraz wielomianu Taylora pierwszego i drugiego rzedu.

(a) f(.l?) = \/Ea xo =15 (b> f(l') =—, x9=2.

6.4. Oszacowaé doktadnosé przyblizen na wskazanych przedziatach:

2 3
(@Il +a)vo— T+ 5, ol <0 () VIFaml+s, |af <O0L
(c) cosz ~1—2% |z|<0,l; (d) e * ~1—2x+22%, |v|<0,25.

6.5. Napisa¢ wzér na objetosé bryty obrotowej powstajacej przez obrét wokot osi OY obszaru
ograniczonego wykresem funkcji y = f(x), nieujemnej 1 ciagltej na przedziale [a,b], a > 0, osig
OX i prostymi x = a, x = b. Korzystajac z tego wzoru obliczy¢ objetosé:

(a) kuli o promienu R,

(b) stozka $cietego o promieniach podstaw r, R i wysokosci H,
(c) bryly powstajacej przez obrét wokét osi OY obszaru

T:{(x,y)632:0<33<1, 0<y<arcctgaz},
(d) bryty powstajacej przez obrét wokét osi Oy obszaru

T:{(x,y)€R2:O<:E< ,O<y<C082x}.

bo|

6.6. Napisa¢ wzor na pole powierzchni powstatej przez obrét wokét osi OX wykresu funkeji
y = f(x), x € [a,b], a > 0, (nieujemnej i majacej ciagta pochodng na tym przedziale). Korzysta-
jac z tego wzoru obliczy¢ pole powierzchni powstatej przez obrét wokot osi OX wykresu funkcji:

(a) y=Vr2—2a2 x € [O,;]; (b)yzazj,, re[l,2; (c)y=2vx+1, ze€l[2,7].

Podobne zadania (takze rozwigzane) mozna znaleZé w skryptach:

M. Gewert, Z.Skoczylas, Analiza matematyczna 1. Przyktady © zadania, Oficyna Wydawnicza GiS,
Wroctaw 2018,

M. Gewert, Z.Skoczylas, Analiza matematyczna 1. Kolokwia i egzaminy, Oficyna Wydawnicza GiS,
Wroctaw 2018.

Jolanta Sulkowska



