Analiza rzeczywista 1 zespolona

Notatki do wyktadu'

1 Przypomnienie

DEFINICJA 1. Niech X bedzie zbiorem, zas p* : 2% — [0, 00| funkcig spel-
niajgcq nastepujgce warunki

(a) w(0) =0,

(b) W (A) < u*(B), jesli AC BC X,

(a) W (UplyAn) < 320700 1 (An), jesli A, C X
Wowczas p* nazywamy miara zewnetrzng na X.

Niech T = {(a,b) : —00 < a < b < 0o} U {0} oraz niech 7: T — [0, ]
bedzie dana wzorem 7((a,b)) =b —a, 7(0) = 0.

DEFINICJA 2. Funkcje
X(A) =inf{d 7(T,): T, €T orazAC | JT.}, ACR
n=1 n=1
nazywamy zewnetrzng miarg Lebesgue’a.

Ponizsze dobrze znane twierdzenie bedzie wnioskiem z pewnego ogdlniej-
szego twierdzenia, ktére udowodnimy pozniej.

TWIERDZENIE 3. Zewnetrzna miara Lebesque’a jest istotnie miarg zewnetrzng.

DEFINICIA 4. Niech 7° bedzie miarg zewnetrzng na X. Zbior A C X nazy-
wamy p*-mierzalnym, jesl

p(E)=p (ENA) +u(E\A) dla wszystkich E C X.

TWIERDZENIE 5. (Carathéodory) Niech 7% bedzie miarg zewnetrzng na X.
Wowczas rodzina M wszystkich zbiorow p*-mierzalnych jest o-ciatem, po-
nadto funkcja 7 obcieta do M jest miarg.
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2 Twierdzenia pokryciowe

Nastepujacy lemat przyda nam sie tez pdzniej, dlatego sformutujemy go
w nieco wiekszej ogolnosci niz teraz potrzebna.

LEMAT 6 (pokryciowy Vitalego, ,,5B covering lemma”). Niech B bedzie pewng

rodzing kul’ wR? o ograniczonych promieniach. Wéwczas z rodziny B mozna
wybraé przeliczalng® podrodzine G C B kul parami rozlgcznych takg, Ze

U BclsB, (1)
BeB Beg

gdzie BB jest kulg o takim samym Srodku co B, ale pieciokrotnie wiekszym
promieniu. Ponadto kazda kula B € B przecina pewng kule C' € G takg, ze
B c5C.

Dowdd. Niech M = sup{diam B : B € B}, podzielmy rodzine B na podro-
dziny B,, wedlug wielkosci kul, nastepujaco

M M
Bn::{BGB:Q—n<diamB§2n_l}, n=12....

Oczywiscie B =]~ B,.

Niech G; bedzie maksymalnym (w sensie relacji inkluzji) podzbiorem ro-
dziny B;, ktorego elementy sg parami roztagczne. Powiedzmy, ze G, ...,
Gj_1 zostaly juz zdefiniowane. Rodzing kul G; chcemy wybrac¢ tak, aby jej
elementy byly roztaczne z juz wybranymi kulami. Bierzemy wigc za G; mak-
symalny (w sensie relacji inkluzji) podzbior

7j—1
{B €B;: BN B =0 dla wszystkich B' € | J G},

i=1

ktory sktada sie z parami roztacznych kul.

Kladziemy G = U‘J’il G;. Oczywiscie kule w tej rodzinie sg parami roz-
taczne.

Niech B € B;. 7 maksymalnosci G; wynika, ze kula B przecina pewng
kule C' € |JI_, G;. Woéwczas

M M
diamB < — =2 — < 2diam C.
271 2
Stad wynika, ze B C 5C, w konsekwencji zachodzi réwniez (1). O

UwAGA 7. Wyjasnigmy doktadniej istnienie maksymalnych rodzin z powyz-
szego dowodu, na przyktadzie rodziny Gi. Rozwazamy nastepujgcy zbior

F ={R C By : elementy R sq parami roztgczne}.

Zbior ¥, jak kazdy podzbior zbioru potegowego, jest czesSciowo uporzqgdkowany
przez relacje inkluzji. Zatem z twierdzenia Hausdorffa o maksymalnym tan-
cuchu, istnieje taicuch® I C IF, ktéry jest maksymalny w sensie inkluzji.

2W tym lemacie jest obojetne, czy kule te sg otwarte czy domkniete.

3Przeliczalna oznacza, ze jest réwnoliczna z pewnym podzbiorem zbioru N.

4Ten zbiér F jest podzbiorem 28!, czyli jest zbiorem rodzin kul, co sprawia, ze do§é
trudno sie o nim wystawiaé. Dla utatwienia uzywamy réznego kroju liter: By, By oznaczaja
kule, litery pisane R, By — rodziny kul, litery pogrubione F, . — zbiory rodzin kul.

5L jest taricuchem oznacza, ze dla kazdych A;, Ay € L zachodzi A; C Ay lub Ay C A;.



Niech Gy == U 4o, A. Twierdzimy, ze Gy € F. Istotnie, jesli By, By € Gy,
to z okreslenia Gy istniejg Ay, Ay € L takie, ze B; € A; (j =1, 2). Poniewaz
L jest tancuchem, to Ay C As lub na odwrét, powiedzmy, ze Ay C As.
W takiej sytuacji By, By € As, a poniewaz As € L. C F, wiec kule By © By
sq roztgezne.

Dalej, twierdzimy, Ze rodzina Gy jest maksymalnym (w sensie inkluzji)
podzbiorem F. Istotnie, gdyby istniata rodzina H € F taka, ze H D G
oraz H # Gy, to LU {H} bylby lancuchem istotnie wiekszym od L, co daje
sprzeczno$c¢ z maksymalnoscig L.

DEFINICIA 8. Niech J = {[a,b] : —00 < a < b < 0o} bedzie rodzing wszyst-
kich niezdegenerowanych odcinkow domknietych. Niech E C R orazV C J.
Jesli dla kazdych x € E oraz ¢ > 0 istnieje V. € V takie, Ze x € V oraz
AMV) < e, toV nazywamy pokryciem Vitalego zbioru E.

TWIERDZENIE 9 (pokryciowe Vitalego). Niech V bedzie pokryciem Vitalego
zbioru E C R. Wowczas istnieje przeliczalna rodzina zbiorow {V,} C V
parami roztgcznych taka, zZe

ME\ G V,) = 0.

Dowdd. Poniewaz podrodzina {I € V : A(I) < 1} jest réwniez pokryciem
Vitalego E, wiec bez utraty ogdlnosci mozna zatozyé, ze A(I) < 1dla I € V.
Na mocy lematu 6 mozemy wybra¢ podrodzine G C V odcinkéw parami

roztacznych taka, ze
Uveclss

Vey Beg
oraz ze kazdy odcinek V' € V jest zawarty w 5B dla pewnego odcinka B € G
o niepustym przekroju z V. Ustalmy r > 0. Niech Z = EN(—r,7)\Upeg B
Z dowolnosci r wystarczy pokazaé, ze \*(Z) = 0.
Niech {C,} bedzie rodzing tych odcinkéw z G, ktére maja niepusty prze-
kr6j z (—r,r) (rodzina ta jest przeliczalna, moze by¢ skonczona lub nie).
Zatem

Z=En(-r)\[JCu

Ustalmy z € Z. Dla kazdego N zachodzi z ¢ |J, .y Cn =: K. Poniewaz K
jest domkniety, wigc dist(z, K) > 0; z wlasnoéci pokrycia Vitalego istnieje
wiec odcinek I € V taki, ze z € I C (—r,r) oraz [ N K = (). Z wlasnosci
rodziny G, odcinek I przecina pewien odcinek C; taki, ze I C 5C;. Poniewaz
INK = (), wiec musi by¢ i > N. Zatem z € 5C; dla pewnego ¢ > N,
a w konsekwencji
zc | 5C.
n>N

Stad otrzymujemy nieréwnosc

X (Z) <5 AMCy). (2)

n>N

Z drugiej strony, zbiory C), sa parami roztaczne oraz sa zawarte w [—r—1,r+
1], a wigc >,y AM(Cr) < A([—r — 1,7 +1]) < co. Stad iz (2) otrzymujemy,
ze \'(Z) = 0. L

6Nie zakladamy mierzalnoéci zbioru E, mimo to tutaj mozemy napisaé¢ miare \ zamiast
miary zewnetrznej \*, poniewaz zbiory \*-zerowe sg mierzalne.
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3 Rézniczkowanie funkcji monotonicznych

Naszym celem bedzie udowodnienie, ze kazda funkcja monotoniczna (na od-
cinku) ma pochodna prawie wszedzie.

DEFINICJA 10. Niech I C R bedzie odcinkiem. Liczbe o € [—00, 00| nazy-
wamy liczba pochodna (ang. derived number) funkcji f : I — R w punkcie
xg € I, jesli istnieje cigg hy — 0, hy # 0 taki, Ze

f(xo + hi) — f(w0)

lim =«
k—o0 h’k

Jakgkolwiek takq liczbe bedziemy oznaczaé przez D f(xg) (mimo Ze na ogol
nie jest ona wyznaczona jednoznacznie).

PRzYKEAD 11. Funkcja f(x) = |x| okreslona dla x € [—1,1] ma w punkcie
0 dwie liczby pochodne: —1 oraz 1.

LEMAT 12. Niech I C R bedzie odcinkiem, niech f : I — R oraz xo €
I. Wowczas istnieje liczba pochodna f w xo. W punkcie xy jest doktadnie
jedna liczba pochodna D f(x¢) wtedy i tylko wtedy, gdy f ma w punkcie xg
pochodng”. W takiej sytuacyi f'(xo) = D f(xg). Jesli f jest rosngca, to kaida
jej liczba pochodna jest nieujemna.

Dowdéd. Na éwiczeniach. O]

LEMAT 13. Zalézmy, ze f : [a,b] — R jest Scisle rosngca i niech E C
[a,b]. Jesli w kaZdym punkcie x € E istnieje liczba pochodna D f(x) < p, to
N (f(E)) < pA*(E).

Dowdéd. Niech ¢ > 0 i niech G D F bedzie zbiorem otwartym takim, ze
AMG) < X*(F) 4+ €. Dla xy € E istnieje ciag (hy) — 0, hx # 0 taki, ze dla
kazdego n oraz kazdego odcinka® [zg, o + h,] C G zachodzi

f(xo + hn) — f(20)
hn

<p. (3)
Oznaczmy

In(z0) = [20, %0 + hal,  Ju(wo) = [f(20), f(wo + hy)], (n €N).

Poniewaz f jest Scisle rosnaca, wiec

f(In(0)) C (o) (4)

i J,(zo) jest niezdegenerowanym odcinkiem domknietym. 7 nieréwnosci (3)
oraz z rownosci

AIn(20)) = |hnl;  A(n(20)) = [f (20 + ) — f(20))|

wynika, ze

A(Jn(20)) < PA(In(20)).

"Nie wykluczamy tu sytuacji f/(x) = +oo.
8Tutaj dla wygody oznaczamy przez [zg,x¢ + hy] odcinek o kohcach x¢ i 2o + hy,
(nawet jesli h,, < 0). Podobnie przez [f(x¢), f(zo + hy)] oznaczamy odcinek o koncach

f(xzo) i fzo + hy).




Poniewaz h,, — 0, wiec A(1,(z9)) — 0, czyli réwniez \(J,(zo)) — 0. Wobec
tego rodzina odcinkow

V = {J.(xg) : 20 € E, n € N}

jest pokryciem Vitalego zbioru f(F). Z twierdzenia 9 (Vitalego) wynika, ze
istnieje przeliczalna rodzina {.J,,(z;)} (i € N) zbioréw parami roztacznych,

taka ze .
A <f(E) \J 7 (%)) = 0.
i=1
Stad N N
N(FE)) <D AU (@) <p Y M, (@),
i=1 i=1
Poniewaz J,,(z;) sa parami roztaczne, wiec z inkluzji (4) wynika, ze zbiory

f(I;(z;)) tez sa parami roztaczne. Stad odcinki (1, (x;)) réwniez sa parami
roztaczne. Otrzymujemy wiec

Stad i z poprzedniej nieréwnosci
A(f(E)) < p(\(E) +e),
skad z dowolno$ci wyboru € wynika teza. [

LEMAT 14. Zaldéimy, ze [ : |a,b] — R jest Scisle rosngca i niech E C [a,b].
Jesli w kazdym punkcie x € E istnieje liczba pochodna Df(x) > q > 0, to
A (f(E)) = X (E).

Dowod. Na éwiczeniach. O]

TWIERDZENIE 15. Niech f : [a,b] — R bedzie rosngca. Wowczas f ma
skonczong pochodng prawie wszedzie.

Dowdd. Rozwazajac f(x) + x w miejsce f mozemy zatozyé, ze f jest Scisle
rosngca. Niech

Ew = {x € [a,]] : istnieje nieskoniczona liczba pochodna f w punkcie x}.
Poniewaz f(E) C [f(a), f(b)], wiec na mocy lematu 14
N (Es) S X(f(Ex)) < f(b) = fla) < o0

dla dowolnych ¢ € N. Stad
N (Ex) = 0. (5)

Teraz niech 0 < p < ¢ < 0o oraz

E,, = {x € [a,]] :istniejg liczby pochodne D, f(z) oraz Dy f(x)
takie, ze Dy f(z) <p < q< Dyf(x)}.

7 lematow 13 oraz 14 wnioskujemy, ze
GA (Epg) < A (f(Epg)) < pA*(Epg)-

5



Poniewaz p < ¢, wiec z powyzszych nieréwnosci wynika, ze
A" (Epq) = 0. (6)

Jesli f nie jest rozniczkowalna w punkcie x, to ma w tym punkcie nieskon-
czong liczbe pochodna lub ma liczby pochodne D;f(x) < Dof(z). W tym
drugim przypadku istnieja liczby p, g € Q takie, ze

Dif(x) <p<q< Dyf(x),
czyli x € E,,. Wobec tego

N :={x: f nie jest rézniczowalna w z} C E,, U U E,,.
p,q€Q

Na mocy (5) i (6), A(N) = 0. O

TWIERDZENIE 16. Niech f : [a,b] — R bedzie rosngeca. Wowczas [ jest
mierzalna oraz

b
/ fldx < 1(b) — f(a). (7)

Dowdd. Rozszerzmy funkcje f do odcinka [a,b + 1] kladac f(x) = f(b) dla
b<x<b+ 1. Niech

Wéwezas f, zbiegaja do f' w kazdym punkcie, w ktorym [’ istnieje. Stad f’
jest mierzalna’ oraz f, — f’ p.w. na [a,b]. Z lematu Fatou

n—o0

< sup {n / b (f(x " ; - f<x>) dr}.

7, niezmienniczosci miary Lebesgue’a na przesuniecia,

b b b
f'd\ < lim inf/ fndX < sup/ frndX

a

/abf(x%—%)d:)s:/abﬁf(x)dx, (n € N).

Zatem 711
[ (e = 1) ar= ( [ ) o) dr
-1 - | " ey o
<~ () - S(0)
Wobec tego

[ravsowfn [ (se+h-rw) ar} < s -s@. o

9W zasadzie f’ jest okreslona tylko na podzbiorze [a,b]\ N C [a,b] takim, ze A(N) = 0.
Mozemy ja jednak jakkolwiek dookresli¢ na zbiorze N miary zero nie psujac wlasnosci
fn — f' p.w. Tak dookreslona f’ jest wiec mierzalna i wlaéciwie ja mamy dalej na my$li

piszac f.




UwAacA 17. We wzorze (7) moze zachodzié nieréwnosé ostra: np. funkcja
f(x) = 1pg(x) dla x € [0,2] jest rosngca i spetnia f' = 0 na zbiorze [0,2] \
{1}, a wigc lewa strona (7) jest réwna zero, a prawa jeden. Co zaskakujgce,
nieréwno$é w (7) moze bycé ostra nawet dla funkcji cigglych, standardowym
przyktadem jest funkcja Cantora (rozwazana dokladniej na ¢wiczeniach).

4 Funkcja maksymalna Hardy’ego—Littlewooda

W tej czesci odejdziemy na chwile od gtéwnego watku, w szczegdlnosci be-
dziemy teraz rozwazali funkcje okreslone na R

Méwimy, ze f € L} _(R%), jedli dla dowolnej kuli B = B(z,r) C R?
zachodzi f|p € L'(B) (f|p jest obcigciem funkcji f do kuli B).

DEFINICJA 18. Niech f € L} (R?). Funkcje

loc
1
Mf(x) = iggm /B(m) |f(y)| dy

nazywamy funkcjg maksymalng Hardy’ego—Littlewooda funkcji f.

Operator M nie jest liniowy, ale jest podaddytywny, tzn. M(f + g) <
M f + Mg, ponadto M (af) = |a|Mf.

TWIERDZENIE 19 (Hardy-Littlewood). (a) Operator M jest stabego typu
(1,1), to znaczy, istnieje stala C' < oo taka, Ze dla dowolnej funkcji

f € LY(RY) i dowolnego t > 0 zachodzi

C
Mz € R M (@) > 1)) < 21 e

(b) Dla 1 < p < oo operator M jest ograniczony na LP(RY), to znaczy,
istnieje stata C' < oo taka, ze dla dowolnej funkeji f € LP(RY) zachodzi

| M fll eway < C fllLr(way-
Z czesci (b) powyzszego twierdzenia nie bedziemy korzystaé, a wiec nie
bedziemy jej tez dowodzi¢.
Dowdd. Niech f € L'(R?) oraz t > 0, oznaczmy
E,={xcR": Mf(zx)>t}.
Dla x € E} istnieje r, > 0 takie, ze
1
ST o, 0>
czyli
ABar) <t [ i)y

B(z,rg)

Stad i z tego, ze f € L'(R?) wynika, ze sup,cp, r, < co. Mozemy wiec do
rodziny kul {B(z,7;) : © € E;} zastosowaé lemat 6, otrzymamy ciag kul
B(z;,1,,) parami roztacznych i takich, ze

E, C U B(x,r,) C UB(xi,E)rxi).

zeE,

7
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7 tej inkluzji wynika, ze

ANE,) < /\(U B(x;,5r4,)) = 5dZA(B(xi,rzi))
< 5dzt_1/

zatem udowodniliémy czes$é (a) ze staty C' = 54, O

5d
|f(y)ldy < ?Hf”Ll(Rdy

(Iiyrzi)

5 Twierdzenie Lebesgue’a o rézniczkowaniu

Zaczniemy od nastepujacego lematu.
LEMAT 20. Jedli f € L*(R?) oraz

1
fr(x) = W/B(w)f(y) dy, (8)

to f. — f w normie L*(RY).

Dowod. Zachodzi

I = Pl = [ 150 = s@lde = [ g [ (50— s dylao

1
< W/Rd /B(m) |f(y) — f(z)|dy dz
1
- ST / d / ) = f@) dyda
1
= SO Ju oo = Do
1

- o f = Flliea dy.
(B0, 7)) /BW) I7sf = Flluse

Niech ¢ > 0. Z zadania z ¢wiczen wiemy, ze ||7_,f — f|[z1®e) — 0, zatem
istnieje 79 > 0 takie, ze dla y € B(0,70) zachodzi ||[7_,f — fllr1(re)y < €.
Wowcezas dla r < rg

1 / 1
—_— T of — fll ddyg—/ edy = e,
B ) Jogn |0 T e W= SEEY L

co konczy dowdd. O

TWIERDZENIE 21 (Lebesgue’a o rézniczkowaniu). Jeslki f € L, .(R%), to

loc

| 1 o
B o, S0 = 1@ )

dla prawie wszystkich x € R%.

Dowéd. Okre$lmy f, jak we wzorze (8). Z poprzedniego lematu wynika, ze
istnieje ciag r, — 0 taki, ze f. — f prawie wszedzie. Wystarczy wiec
pokazaé, ze granica po lewej stronie w (9) istnieje dla prawie wszystkich x.

8



Rozwazmy dowolne R > 0, niech f = f-1p g1y € L'(R?). Obie strony
(9) sa takie same dla f oraz f, jesli # € B(0, R). Wobec tego bez utraty
ogblnosci mozemy zalozyé, ze f € LY(R?).

Dla funkcji ¢ € L*(RY) niech g, bedzie okredlone analogicznie jak we
wzorze (8); oznaczmy

Qg(z) = |limsup g.(x) — lim iglf gr(x)].
T—

r—0
Jedli g € C.(R?), to z nieréwnosci
1
9(0) = 9(0)| < e [ lot0) = (@)l dy
)\(B(LL‘, T)) B(z,r)

oraz z jednostajnej ciggtosci funkcji ¢ wynika, ze g, — ¢ jednostajnie na R,
Wobec tego zachodzi wowczas (2g(x) = 0 dla kazdego z.

Ustalmy dowolny ¢ > 0. Jesli g € LY(R?), to z czedci (a) twierdzenia 19
wynika, ze

2C
A{z € R - 2Mg(z) > e}) < ?HQHLI(Rd).

Ale
Qg(r) < 2Mg(z),

wiec
M{z € RY: Qg(x) > e}) < AM{z € RY: 2Mg(x) > ¢}) < ?Hng(Rd). (10)

Poniewaz C.(R?) jest geste w L'(R?), wiec funkcje f € L'Y(R?) mozemy
zapisaé w postaci f = h + g, gdzie h € C.(R?), za$ g € L'Y(R?) spehia
g/l 21 ray < €2, jak chcemy. Poniewaz

QOf < Qg+ Qh = Qg,

wiec z nieréwnosci (10) oraz okreslenia funkcji g wynika, ze
AM{z e RY: Qf(x) > e}) < ?HgHLl(Rd) < 2CE.

Przechodzac z € do zera widzimy'’, ze
AM{z € R": Qf(z) > 0}) = 0.

To oznacza, ze 2 f = 0 prawie wszedzie, czyli dla prawie wszystkich z zacho-
dzi réwnosé limsup,_,, fr-(z) = liminf, o f,.(x), a wigc granica lim,_q f,.(x)
(dla tych x) istnieje. O

Jesli f € L} _(RY), to funkcja

f(x) := limsup !

TR fy)dy (11)
r—0 A(B(':E7 T)) /B(:r,r)
jest dobrze okreslona dla wszystkich x € R?. Ponadto na mocy twierdzenia
Lebesgue’a o rézniczkowaniu, funkcja f jest pewnym reprezentantem f €
L} (R, — 21 X 2021

loc

10 Jednym ze sposobéw na uzasadnienie tego przejscia jest skorzystanie z cigglosci miary
w gore: jeSli By, C Enyq, to lim, A(Ey,) = AU, En)-

U Przypomnijmy, ze jesli funkcje fi, fo € E}OC(Rd) sg reprezentantami f € L}OC(Rd), to
fi=f2pw.



DEFINICJA 22. Méwimy, ze punkt x € R? jest punktem Lebesgue’a funkcji
feLl. (R, jesli

loc

: 1 . _
0 B o, )~ Pl =0,

gdzie f(z) jest dane wzorem (11)'2. Zbidr wszystkich punktéw Lebesque’a
funkcjgi f nazywamy zbiorem Lebesgue’a funkcji f.

TWIERDZENIE 23. Jesli f € L. _(R?), to zbiér Lebesque’a funkcji f jest

loc
maary petnej, tzn. jego dopetnienie jest zbiorem miary zero.

Dowdéd. Dla ¢ € QQ niech

=<3 d. im; —c f(z) — ¢
B~ {rerttim s [ 11—y £ 170~ el}.

Z twierdzenia Lebesgue’a o rézniczkowaniu zastosowanego do funkeji |f — ¢|
wynika'? ze A(E.) = 0. Niech £ = J ¢, réwniez \(E) = 0.

Polézmy N = {z € R : |f(z)| = oo}, poniewaz f € L. (R%) oraz f = f
p.w., wiec A(N) = 0.

Niech z € R?\ (E U N), pokazemy, ze x jest punktem Lebesgue’a f.
Wezmy dowolny ¢ > 0. Znajdujemy ¢ € Q takie, ze |f(z) — ¢| < £/2.
Wowcezas

f(y) — f(z)|dy

lim sup

: /
r—0 /\(B(:L‘,T)) B(z,r)
1
glimsup—/ fly) —cldy+¢e/2
r—0 )\(B(SL‘,’/‘)) B(Iﬂ")’ () ‘ /

= |f(z)—c|+¢/2 <e,

powyzsza réwnos¢ wynika z tego, ze x € E.. 7 dowolnosci € wynika, ze x
istotnie jest punktem Lebesgue’a funkcji f. O

DEFINICJA 24. Mdéwimy, ze rodzina F mierzalnych podzbioréw RY jest re-
gularna w punkcie x € R?, jesli

(a) zbiory w rodzinie F sq ograniczone i majq dodatniq miare;
(b) istnieje cigg zbiorow {S;} C F taki, ze A(S;) — 0, gdy i — oo;
(c) istnieje stata C' > 0 taka, Ze dla dowolnego zbioru S € F zachodzi
A(S) > CA(B(zx,r)), (12)
gdzie v > 0 jest najmniejszym promieniem, dla ktorego S C m

TWIERDZENIE 25. Jesli f € Ll (R?), x jest punktem Lebesque’a funkcji f

loc
oraz rodzina F jest reqularna w punkcie x, to

. 1
s [ = Fw) (13

2Dla f € £} ,(RY) mozna by zastapi¢ f(z) po prostu przez f(z). Formalnie taka
definicja nie bylaby poprawna dla f € L} (R?), poniewaz zbiory Lebesgue’a dla réznych
reprezentantéw bylyby rézne, dlatego uzywamy w definicji konkretnego reprezentanta f .
3P0 zastosowaniu tego twierdzenia otrzymamy §(z), gdzie g(x) = |f(x) — ¢/, nie za$

|f(x) — ¢/, jednak nie ma to znaczenia, poniewaz §(z) = |f(x) — ¢| prawie wszedzie.
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Dowdd. Niech S € F oraz niech B(x,r) bedzie najmniejsza kula zawierajaca
zbiér S. Zauwazmy, ze jesli A(S) — 0, to r — 0 na mocy (12). Wobec tego

’ /f dy — f(x /If )| dy

[f(y) = f(2)|dy — 0,

| /\

C)\(B([L’ ’I")) /B(:r,r)
gdy r — 0. O]

WNIOSEK 26. Jesli f € L'[a,b], to funkcja F okreslona dla x € [a,b] wzorem

:/:f(x)dx

ma pochodng w kazdym punkcie x € (a,b) bedgcym punktem Lebesgue’a funk-
cji f, ponadto dla takich punktéw x zachodzi F'(x) = f(x).
W szezegolnoSci F' istnieje p.w. na [a,b] oraz F' = f p.w. na [a,b].

Dowéd. Niech x € (a,b) bedzie punktem Lebesgue’a funkcji f i niech
F=A{[zr,x+h|:h>0oraz [x,x + h| C [a,b]}.

Wéwcezas rodzina F jest regularna w punkcie x, wiec z twierdzenia 25

1

l Sy [, S = i@

Ale
1 Flz+h) - F(z)

NCXETD) /[} fy)dy = h ’

wnioskujemy wigc, Ze pochodna prawostronna I () istnieje i rowna si¢ f(x).
Dalej, rodzina

G=A{[xr+h,z| : h<0oraz [x + h,z| C [a,b]}.

jest regularna w punkcie x, oraz

1 _ Fz)—F(x+h) F(x+h)—F()
T L e

Stosujac znowu twierdzenie 25 wnioskujemy, ze pochodna lewostronna F” (x)
istnieje i rowna sie f(x). O

6 Funkcje o wahaniu ograniczonym

DEFINICJA 27. Dla funkcji f : [a,b] — C oznaczamy przez V(f;a,-) jej
funkcje wahania catkowitego, okreslong wzorem

V(fia2) = sup{Df(xk) ~fla)ineNa=a < <. <a, = }
k=1

dla z € [a,b]. Jesli V(f;a,b) < oo, to mowimy, Ze funkcja f ma wahanie
ograniczone i piszemy f € BV]a,b].

11



TWIERDZENIE 28. Niech f : [a,b] — R ma wahanie ograniczone. Wowczas
funkcja f jest roznicg dwoch funkcji rosngeych oraz ma skonczong pochodng
prawie wszedzie na [a,b]. Ponadto f' € L'[a,b].

Dowdd. Pierwsza czesé zostanie udowodniona na ¢wiczeniach. Druga czesé
wynika z pierwszej i z twierdzenia 15. Trzecia cze$é¢ (a w szczegdlnosei mie-
rzalnosé¢ f') wynika z kolei z twierdzenia 16. O

UWAGA 29. Jesli f : [a,b] — C ma wahanie ograniczone, to f = Re f+ilm f
jest kombinacjq liniowq czterech funkcji rosngcych, a wiec réwniez f' istnieje
p.w. oraz f' € L'a,b].

Funkcje o ograniczonym wahaniu maja pochodna catkowalng, jednak na
og6t nie zachodzi dla nich wzor

/ f1dx = f(b) - f(a) (14)

— istotnie, jak widzieliSmy w uwadze 17 rownos¢ taka nie zachodzi nawet dla
funkcji rosnacych. Naszym kolejnym celem bedzie znalezienie klasy funkcji,
dla ktérych wzor (14) zachodzi.

7 Funkcje absolutnie ciggle

DEFINICJA 30. Méwimy, Ze funkcja f : [a,b] — C jest absolutnie ciagla
(piszemy f € AC(a,b]), jesli dla kazdego € > 0 istnieje § > 0 taka, zZe dla

dowolnych przedziatow parami rozlgeznych (o1, 51), ..., (an,By) C |a,b]
zachodzi implikacja

N N

D Be—an) <6 = D [f(B) — flaw)] <=

k=1 k=1

TWIERDZENIE 31. Zachodzi inkluzja ACa,b] C BV |a,b].
Dowéd. Na ¢wiczeniach. O

WNIOSEK 32. Funkcje absolutnie ciggle majg pochodng prawie wszedzie, po-
chodna ta jest bezwzglednie catkowalna. O]

LemAT 33. Jesli f € ACla,b] oraz f' =0 p.w. na |a,b], to f jest stala.

Dowdd. Ustalmy € > 0. Niech £ = {x € [a,b] : f'(x) = 0}. Dla kazdego
xr € E oraz 6 > 0 niech I, 5 C [a,b] bedzie odcinkiem domknietym diugosci
< 0 zawierajacym punkt z i takim, ze |f(z) — f(y)| <¢lz —y| dlay € L 4;
taki odcinek istnieje, bo f’(z) = 0. Rodzina odcinkéw {I,s} jest pokry-
ciem Vitalego zbioru F, wigc mozna wybra¢ podrodzing przeliczalna {1, s, }
ztozong z parami roztacznych odcinkow i taka, ze

NENJ L, s,) = 0.
Z wtasnosci N Luzina funkcji f (udowodnionej na ¢wiczeniach) wynika, ze

MAENULens)) =0, Mf([a,b]\ E)) =0.
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Stad
Af([a,0]) < A(f([a, 0]\ B) + M (BN Lnsn)) + A L)
<040+ Y A (Uens)).

Jesliy € I, 5,, to
skad f(1;,s,) C B(f(z,),eA(1s,5,)), a w konsekwencji

M (Lo, 6,)) < 26M(Ia,.5,)-

Zatem

Mf(la,0) <D 26A(L, 5,) < 26(b— a).

Z dowolnosci € wynika, ze A(f([a,b])) = 0. Poniewaz f jest ciagta, wiec obraz
f([a,b]) jest odcinkiem domknietym — ale obraz ten ma miare zero, wiec musi
to by¢ odcinek zdegenerowany do punktu. To oznacza, ze f jest stata. O

UWAGA 34. W powyziszym lemacie zamiast zakladaé, ze f € ACla,b], wy-
starczy zatozyé, ze [ jest ciggla 1 ma wlasnosé N Luzina. Istotnie, w dowodzie
korzystalismy tylko z tych dwoch wlasnosci.

TWIERDZENIE 35. Jesli f € L'[a,b], to funkcja

Fa) = [ " fy)dy

jest absolutnie ciggla na [a,b].

Dowéd. Ustalmy € > 0. Poniewaz f € L'[a, b], wigc

b
Jm [ 1@l ) de = .

Istnieje wiec N na tyle duze, aby

/ |f<x>|1{|f\>N}(l’) dx < /2.

Oznaczmy A = {z : |f(z)| > N} i potézmy 0 = ¢/(2N). Niech (ay, 1), ...,
(tn, Bn) C [a, b] beda dowolnymi przedzialami parami roztacznymi takimi,
ze Y p_(Br — ag) < &; oznaczmy F = J;_, [a, Bx]. Wowczas

n

Z |F(Br) — Fow)| = Z
k=1

k=1

- A\A|f(y)|dy+AmA|f(y)ldy

< NA(F\A) + / F()] dy
<Ni+e/2<e. o

" ) i) < [ 150l

35
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TWIERDZENIE 36. Niech f : [a,b] — R. Nastepujgce warunki sq réwno-
wazne:

(a) f € AC|a,b|;

(b) funkcja f ma pochodng p.w. na [a,b], f' € L'a,b] oraz
fa) = fa) = [ Furds e o),
(c) istnieje g € L'[a,b] taka, ze
fa) = f@ = [ gty (e e lad)

Dowdd. (a) = (b): Zalézmy, ze f € AC|a,b]. Wobwczas z wniosku 32
wynika, ze f’ istnieje p.w. na [a, b] oraz f’' € L'[a,b]. Okreslmy funkcje

M) = f@)+ [ Sy (o fab).

Z twierdzenia 35 h € AC|[a,b], a z wniosku 26 h' = f' p.w. Wobec tego
funkcja h — f jest absolutnie ciggla i jej pochodna jest réwna zero p.w.
Z lematu 33 wynika, ze h — f jest funkcja stata, a poniewaz (h — f)(a) =0,
wiec f = h.

(b) = (c¢): Oczywiste, bierzemy g = f’.

(¢c) = (a): Wynika natychmiast z twierdzenia 35. O

8 Uzupelnienia (bez dowodow)

Niech M bedzie o-ciatem podzbioréow zbioru X.

Funkcje g : M — [0, 00] nazywamy miarg, lub miarg dodatnig, jesli jest
o-addytywna oraz p(0)) = 0. Funkcje o : M — C nazywamy miarg zespolong,
jesli jest o-addytywna.

Zwroéémy uwage, ze nie kazda miara dodatnia jest miarg zespolona, bo
[0, o0] nie jest podzbiorem C.

Dla miary zespolonej p okreslamy jej wariacje (miare wariacji) |p| wzo-
rem

ul(B) =sup Y |u(Ey)l,  EeM,
=1

gdzie supremum jest wziete po wszystkich rozkladach {E;} zbioru E, tj. po
przeliczalnych rodzinach {E;} zbioréw z M, ktére sa parami roztaczne oraz
speliaja |J;©, E; = E.

TWIERDZENIE 37. Wariacja || miary zespolonej okreslonej na M jest miarg
dodatniq i skonczong na M.

Dowdd. Zobacz [1, Twierdzenia 6.2 1 6.4]. O

DEFINICIA 38. [1, rozdzial 12.8] Niech

— 4 XTI 2021

NBV]a,b] = {f € BV]a,b] : f jest prawostronnie ciggta na (a,b) oraz f(a) = 0}.

14



TWIERDZENIE 39. (a) JeSli o jest zespolong miarg borelowskq na [a,b]
oraz

to f € NBVa, b].

(b) Jesli f € NBV]a,b], to istnieje dokladnie jedna zespolona miara bore-
lowska p na |a,b] taka, Ze

f(x) = p(la, z]),  (z € (a,b]).

Dla tej miary p zachodzi
V(fia,z) = |pl(la,z]), (= € (a,b]).
(c) Niech f i u bedg jak powyzej. Wowczas

(i) f jest ciggla w punkcie x € [a, b] wtedy i tylko wtedy, gdy p({x}) = 0;
(i) f € AC|a,b] wtedy i tylko wtedy, gdy |p| << A.

Dowdd. Zobacz [, Twierdzenie 8.14], jednak konieczne sa pewne modyfikacje
zwigzane z tym, ze w Rudinie jest inna definicja NBV, nie na odcinku |[a, b],
tylko na prostej R, ponadto zamiast prawostronnej cigglosci jest zaltozenie
lewostronnej ciagtosci. O

TWwIERDZENIE 40 (F. Riesz, 1909). Rozwazamy przestrzeri Cla,b] zespolo-
nych funkcji cigglych na [a,b] z normg supremum. Jesli ¢ € Cla,b]*, to
istnieje jedyna zespolona miara borelowska p na [a,b] taka, Ze

o(g) = / gdu, (g€ Clab).

Na odwrdt, jesli p jest zespolong miarg borelowskq na [a,b], to funkcjonal ¢
okreslony powyzszym wzorem jest liniowy i ciggly (tj. nalezy do Cla, b]*).

W oryginalnym sformutowaniu zamiast miary p i catki wzgledem niej
wystepowala funkcja f € NBV/[a, b] oraz catka Riemanna-Stieltjesa [ g df.
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