Analiza rzeczywista 1 zespolona

Notatki do wyktadu'

9 Transformata Fouriera
Bedziemy uzywali przeskalowanej miary Lebesgue’a na prostej R:
m = (2m) Y2\,

dzieki czemu otrzymamy prostsze wzory. Przyjmujemy

\mu—(/mr<w w@fm (1<p <)

(f *g)(x / fz - gw)ymdy) (z€R),
ﬂw=fﬂw=[_ﬂ@€mmw@ (t € R).

Ostatnig funkcje nazywamy transformatqg Fouriera funkcji f : R — C. Jest
ona dobrze okre§lona dla funkcji f € L'(R). Przeksztalcenie F przyporzad-
kowujace kazdej funkcji f jej transformate Fouriera f nazywamy transfor-
macjq Fouriera.

TWIERDZENIE 1. Niech 1 < p < co. Jesli f € LY(R) oraz g € LP(R), to
splot f x g jest prawie wszedzie dobrze okreslony oraz f x g € LP(R).

Dowdéd. Na ¢éwiczeniach. O]

Przypomnijmy, ze dla funkcji f : R — R okreslmy jej przesuniecie o h € R
wzorem

nf(@) = fle—h), (zeR).

TWIERDZENIE 2. (a) Transformacja Fouriera jest ograniczonym operato-
rem liniowym z LY(R) w L>°(R), ponadto

1flloe < 1FI (f € LNR)).
(b) Niech f € L'(R), h € R oraz g(z) = f(z)e™®. Wéwczas
(mfY() = f(t)e™ oraz §(t) =m(f)(t) = f(t—h)  (teR).

(¢) Jedli f.g € L'(R), to (f *g)(t) = f(£)§(1).
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(d) Jesli f € LY(R), to f € Co(R) :={g € C(R) : lim;,00 g(x) = 0}.

(e) Jesli g(x) = —ixf(x
walng oraz (f)(t) =

) oraz f,g € L*(R), to f jest funkcjq réiniczko-
9(t).
Dowdd. Czesci (a), (b), (¢) udowodnimy na éwiczeniach.

(d) Jesli t, — ¢, to

e - ol < [ T @) — e mdz).

e}

Funkcja podcatkowa jest ograniczona przez 2| f(x )| i dla kazdego z € R
dazy do zera, gdy n — co. Wobec tego f (tn) — f(t) na mocy twierdzenia
Lebesgue’a o zbieznosci ograniczonej. Zatem f € C(R).

Poniewaz e~ ™ = —1, wiec

/ f(z)e @™ m(dx) / flz —7m/t)e " m(dx).

24(t) = / T (f@) — flo — m/t))e " m(da),

Wobec tego

a zatem R
21fO1 < WIf = Topef -

7 zadania z ¢wiczen wynika, ze prawa strona powyzszej nierownosci dazy do
zera, gdy |t| — oo.
(e) Niech t,, # t oraz t, — t, gdy n — oo. Zachodzi

£ 7 oo —ixtn _ ,—izt
TS0 ™ ) = g
00 —iz(tn—t) __
:/ f(x)e it & - 1m(dx)

gdzie .
—izu __ 1 Tu )
o)=L / (v dy.
0

Poniewaz |¢(x,u)| < |z| dla kazdego u # 0 oraz ¢(z,t, —t) — —iz, gdy
n — 00, wiec mozemy zastosowac¢ twierdzenie Lebesgue’a o zbieznosci ogra-
niczonej i wywnioskowac, ze

lig 1) = 710 / f(w)e " (~iz) m(dz) = §(¢).

Z definicji Heinego granicy wynika, ze (f)’(t) = g(t). O



10 Odwrotna transformacja Fouriera®

Niech f € L'(R). Naszym celem bedzie wyrazenie funkcji f za pomocy f.

LEMAT 3. Niech f(x) = e~*1*l, gdzie e > 0. Wowczas

f(t)Z\/g'%w (t eR).

Dowdd. Bezposredni rachunek — na ¢wiczeniach. [

11 Jednos$é aproksymatywna

Odejdziemy na chwile od gtéwnego watku, zeby udowodni¢ pewne pomocni-
cze fakty.

Niech funkcja h € L'(R) bedzie nieujemna oraz [ h(z) m(dx) = 1. Okre-
slamy

ha(z) = %h(%) (A > 0).

Latwo sprawdzi¢, ze [ ha(z) m(dz) = 1. Rodzing (hy)aso nazywamy jedno-
scig aproksymatywna.

TWIERDZENIE 4. Niech h i hy bedqg takie jak wyzej. Jesli g € L>(R) i g jest
cigglta w punkcie x, to

lim(g * hy)(z) = g(z).

A—=0

Dowéd. Zachodzi
(97 )(@) = @) = [ (ol =) = gla)a (o) m(dy
= /R(g(x —y) — g(x) A" h(y/\) m(dy)
= [ (ot = 35) = g@)(s) m(ds).

Ostatnia z funkcji podcatkowych jest ograniczona przez 2|/g||.oh(s) i dazy
do zera, gdy A\ — 0 dla kazdego punktu s. Teza twierdzenia wynika wiec
z twierdzenia Lebesgue’a o zbieznosci ograniczone;j. O]

TWIERDZENIE 5. Niech h i hy bedq takie jak wyzej. Jesli 1 < p < oo oraz
f e LP(R), to
lim | by — f1l, = 0.

Dowaéd. 7 twierdzenia 1 splot f x hy jest prawie wszedzie dobrze okreslony
i jest elementem LP(R). Zachodzi

(f * ha) (&) — f(z) = / (F(z — ) — F(2)ha(y) m(dy),

wiec z nieréwnosci Jensena wynika, ze

|(f + ha)(2) = f2)]” < /R [f (@ —y) = f(2)["ha(y) m(dy).

2Przedwczesne, lepiej bylo zaczaé od rozdziatu 11.
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Caltkujac powyzsza nieréwnosé¢ wzgledem zmiennej x i stosujac twierdzenie
Fubiniego otrzymujemy

|M*M—ﬂmsAJ@f—Mﬁxmmuw

Jesli g(y) = [|7—yf — fl|}, to g jest funkcja ograniczona i ciagta na mocy
zadania z ¢wiczen, a prawa strona powyzszej nieréwnosci przybiera postaé

Aﬂwf—fmmwwmw»:Ag«wmxwmwng*mm»

Ale z twierdzenia 4 g x hy(0) — g(0) = 0, gdy A — 0, co konczy dowod. [

UWACA 6. Powyzsze twierdzenie wyjasnia nazwe jednosci aproksymatywne;j:
gdyby zachodzito ||f = hy — f|l, = 0, to moglibysmy powiedzie¢, Ze hy jest
jednosciq (elementem neutralnym) dla dzialania splotu. Jednak réwno$é ta
zachodzi tylko w granicy przy A — 0.

TWIERDZENIE 7. Niech h 1 hy bedg takie jak wyzej, ale dodatkowo zatozmy,
e h € AC[—N, N] dla dowolnego N € N, h(x) = h(—z) oraz Ze h jest
malejgca na [0,00). Wowczas jesli 1 < p < oo oraz f € LP(R), to

lim f % hy(z) = f(z)
A—0
dla kazdego punktu Lebesgue’a x funkcji f.

Dowdéd. Wybierzmy dowolny £ > 0 oraz punkt Lebesgue’a x funkcji f. Ist-
nieje wiec n > 0 taka, ze

1

o |f(x—y)—f(x)|m(dy)<6 (0<r<n).

ly|<r

Zachodzi

|(f % o) (@) = f(2)] =

l@qu—ywaﬂ@mxwmww]
< (/Lr<n(f(x —'y)'—.f<x))hx(y)7n(dy)‘

+

/><ﬂx—w—fu»mwwmwﬂ
= ]1+I;

Dla |y| < n zachodzi

n

hmwzhmwnzf

|y]

(BN i) = [ A @ta), (1)
0,7

gdzie miara v(A) = [, Ljo,(t)(—h4(t)) dt + ha(n)dg(A) jest sumg czesci
absolutnie ciagtej wzgledem miary Lebesgue’a (z gestoscia 1y, - (—h))) oraz
delty Diraca w punkcie 7 pomnozonej przez liczbe hy(n). Zauwazmy, ze miara
v zalezy od A i n, czego nie uwzgledniamy notacji.



Zatem

I < /|< |f($ — y) - ( )| o 1(|y\,oo)(t)l/(dt) m(dy)
- / / [fle=y) = f(x)flum,oo)(t) m(dy)v(dt)
[0,7] V' |yl<n
1 .
- /[om 2 o e |f(x —y) = f(z) m(dy)v(dt) < /M 2te v(dt).

Dalej,

=neh)x(n) +¢

/[On]tgy(dt)—ngh,\ +€/077t
e[

:g/o ha(t) dt < e\/ﬁ/o ha(8) m(dt) = ‘/22_”5.

Wobec tego I} < +/2me.
Teraz przejdziemy do oszacowania I5. Niech ¢ bedzie wyktadnikiem sprze-
zonym do p, tj. 1/p+1/q=1. Niech A = {y : |y| > n}. Zachodzi

L < / La()|f(x — ) — F(@) haly) m(dy)
<|1fllp - 1Lakally + [f(2)] - [ Lakals-

Ale

ash= [ Sh(§)mn = [ nwymian o

przy A — 0 (wynika to z ciagtosci miary skonczonej h(y) m(dy) w doét lub
z twierdzenia Lebesgue’a o zbieznosci ograniczonej). Ponadto

|lLahy]le = sup %h(%)‘ — §h<§> _ % , %h(g>

ly|>n
n

2 bY 2 [
Sﬁ/ h(y)dygﬁ/ h(y) dy — 0,

s
2 2

przy A — 0. W przypadku ¢ € {1, 00} wykazali$émy juz wiec, ze Iy — 0, gdy
A — 0. Jedli zas ¢ € (1,00), to ¢ = 1 + q/p, wigc z nier6wnosci Holdera,

1/q
1ahallq = </ hkhi/p) <[kl - |[14RY7 )|
= | Laha]l/" - [ Laba]| 22 — 0,

przy A — 0, bo jak wczesniej pokazaliémy, kazdy z powyzszych czynnikéw
zbiega do zera.

Stad dla dostatecznie matych liczb A\ zachodzi I, < ¢, a wiec I} + I, <
(V27 4+ 1)e. To konczy dowdd. O



UWAGA 8. Rownosé (1) pozwala napisaé

hx(y)Zé ]1<y|,oo)(t)'/(dt)=/ Lo (y)v(dt),

[0,7]

a wiec pozwala wyrazi¢ funkcje hy za pomocq ciggltej sumy” (catki) funkcji
postact 14 (y). To pozwolito nam zamienic¢ catke z funkcji

y = (flz —y) — f(z)ha(y)

na pewne wyrazenie zawierajgce catki z funkcy

y—= (flx—y) — f@) 1),

a takie wiasnie catki wystepujg w definicji punktu Lebesgue’a.
Rownosé (1) mozna otrzymac réwniez bez zalozenia absolutnej cigglosci
funkcgji h, istotne za to byly warunki h(x) = h(—=x) oraz fakt, Ze h maleje na
[0,00). W konsekwencji zatozenie h € AC[—N, N| mozna usungc z twierdze-
nia 7. — 25 XI 2021

12 Odwrotna transformacja Fouriera — ciag
dalszy

Niech

2 1
M) = 7 1+a2

Woweczas h > 0, [, h(z) m(dx) =1 oraz

2 )\ — itx
hy(x) = \/; L :/Re Attt i (dt),

na mocy lematu 3.

TWIERDZENIE 9. Jesli f € L'(R), to

(f * ha)(z) = / e f(t)eit m(d)

R

dla kazdego x € R.

Dowadd. Dowdd polega na zastosowaniu twierdzenia Fubiniego
(F+ha)(e) = [ o= y)ha(o) mid)

R

= [ ta=w) [ e miaty midy
R R

= [ [ 1= ey mar
R R

= [0 [ #@)et e ) mar
R R

= / e M F () e'™ m(dy) m(dt). O
R
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LEMAT 10. Jedli f € L}, (R) jest ciggla w punkcie x, to punkt ten jest jej

loc

punktem Lebesgue’a oraz f(x) = f(x).

Dowdd. Niech ¢ > 0. Dobierzmy 6 > 0 tak, aby |f(y) — f(z)| < ¢ dla
|z —y| < 0. Wowcezas dla 0 < r < 0 zachodzi

1 z+r 1 T+r
[ e -s@lias g [ edy—c,
a zatem ) o
tim - 1)~ f@)ldy =0,

7 powyzszego wynika rowniez, ze

a to oznacza, ze f(z) = f(x) oraz ze x jest punktem Lebesgue’a funkeji f. O

TWIERDZENIE 11 (o transformacji odwrotnej). Jezeli f € L'(R), to dla
kazdego punktu Lebesque’a x funkcji f zachodzi

fl@)=Tlm [ e Mf@)e™ m(de).

A—0 R

Jezeli dodatkowo f € L'(R), to
3 _ £ izt d
fla) = [ F(oe mia),

dla kazdego punktu x € R, ponadto f € Co(R).

Dowdd. Na mocy poprzedniego twierdzenia zachodzi

(fxhy)(z) = / e M () e m(dt).
R

Przechodzac do granicy A — 0 i stosujac twierdzenie 7 widzimy, ze lewa

strona zbiega do f(x) dla kazdego punktu Lebesgue’a x funkcji f. To daje

plerwszg czes¢ twierdzenia. Druga czes¢ wynika z pierwszej 1 z tego, ze jesli

f € LY(R), to z twierdzenia Lebesgue’a o zbieznoéci ograniczonej,

lim [ e M f(#)e™ m(dt) = / F(t)e™ m(dt).
R

Ostatnia czes¢é wynika stad, ze
[ fwetmiin = [ f-te = mian) = gla),
R R

gdzie g(t) = f(—t). Poniewaz g € L'(R), wigc z wlasnosci transformacji
Fouriera g € Cy(R). Skoro g jest ciagta oraz f = § p.w., to kazdy punkt
x € R jest punktem Lebesgue’a funkcji f, a wiec f = g wszedzie. O

TWIERDZENIE 12 (o jednoznacznosci). Jezeli f € LY(R) i f(t) = 0 dla
kazdegot € R, to f =0 p.w.



Dowdéd. Wynika natychmiast z poprzedniego twierdzenia. [

WNIOSEK 13. Niech [ € L'(R) omzf > 0. Wowczas jesli f jest ciggla
w zerze, to f € L'(R) oraz
= / f(t)ym(dt
R

Dowdd. Jesli f jest ciggta w zerze, to zero jest punktem Lebesgue’a funkeji f
oraz f(0) = f(0), wobec czego z twierdzenia 11

F0)=1lim [ e MUF(t)m(dt). (2)

A—0 R

Stad i z lematu Fatou

[ Feymian = [ tim e o) mian

< lim inf / M F () m(dt) = £(0) < oo.
R

A—0

Zatem f € L*(R), druga czes¢ wniosku wynika z (2). O

13 Transformacja Fouriera na L*(R)

TWIERDZENIE 14. Jesli f € L'(R)NL3(R), to f € L*(R) oraz ||fl2 = || f]|2-

Dowéd. Niech g(z) = f(—x). Oczywiscie g € L'(R), a poniewaz réwniez
f € L'(R), wiec z twierdzenia 1 wynika, ze o = fxg € L'(R). Z twierdzenia 2
dostajemy ¢ = fg. Ale

:/f(—x m(dz) /f ¢ m(da)

/f =it m(dz) =

zatem h = f} = |f|2 > 0. Z zadania z ¢wiczen, poniewaz f,g € L*(R),
wigc splot ¢ = fx*g jest funkcja jednostajnie ciagta. Mozemy wiec skorzystaé
z wniosku 13 dla funkcji ¢; otrzymujemy, ze ¢ € L*(R) oraz

¢(0) = [ etymian = [ |0 mian = 1715

w szezegblnosei f € L?*(R). Z drugiej strony,

:/Rf(m)g _ 2y m(dz) /f m(dz) =[£I O

TWIERDZENIE 15. Niech f € L*(R). Wéwczas
A f1pr = flla =0
oraz istnieje funkcja g € L*(R) taka, ze
A (| F (g ) = gl = 0.
—00

Jesli dodatkowo f € L*(R), to g = f.



Dowdd. Pierwsza czesé jest treScig zadania z ¢wiczen. 7 pierwszej czesci
wynika, ze ciag (f1li_gpr)r jest ciagiem Cauchy’'ego w L*(R), a poniewaz
flrr € LY(R) N L*(R), wicc z twierdzenia 14 otrzymujemy, ze réwniez
ciag (F(f1i_rr))r jest ciagiem Cauchy’ego w L*(R). Jest wiec on zbiezny
do pewnej funkcji g € L*(R).

Jesli dodatkowo f € L'(R), to ciag (f1i_g,g)r jest zbiezny w L*(R) do
funkcji f, zatem z ograniczonosci transformacji Fouriera F : L'(R) — L*>(R)
wynika, ze ciag (F(f1li—gr)))r jest zbiezny w L*(R) do funkcji f. Stad
z zadania z ¢wiczen f =g. O

DEFINICJA 16. Dia funkcji f € L2(R) okreslamy f jako gramice w L2(R)
funkcji F(fli_grr), przy R — oo,

I%im \F(fli-pnr) — flla=0.
—00

Uzywamy tez oznaczenia f = F(f).

Twierdzenie 15 orzeka, ze definicja ta jest zgodna z wczesniejsza definicja
transformacji Fouriera na L!(R).

TWIERDZENIE 17. Dia f € L*(R) niech
(f)(x) = F(f)(—x).

Wéwczas W oraz F sq izometriami L*(R), ponadto VF = F¥ = Id, w
szezegdlnoscr F : L*(R) — L*(R) jest surjekcijq.

Dowdd. Dla f € L*(R) zachodzi
F(f) = L*impoo F(f1-R.R)),

skad z ciaglodci normy (zadanie z éwiczen)
IF (Pl = Jim [ F(Fnm)ll = Jio [Pl = [

po drodze skorzystaliSmy m.in. z twierdzenia 14. Zatem JF jest izometrig

L*(R), w konsekwencji ¥ réwniez. — 2 XII 2021
Niech f € L*(R) N LA(R) oraz f € L*(R) N L*(R). Wowczas z twierdze-

nia 11 o transformacji odwrotnej

VF(f) =1
Kladac powyzej f(—-) w miejsce f otrzymamy

skad
FU(f)(z) = WU(f)(—z) = f(z).

Podsumowujac, otrzymalismy, ze
VF(f)=FU(f)=f  (f.fe'RNLR)). (3)

Zalozmy teraz, ze f € L'(R) N L*(R). Wowczas f * hy € L'(R) N L*(R).
Ponadto F(f*hy) = F(f)F(hy), przy czym F(f) € L>®(R) oraz F(hy)(t) =

9



e M wiec F(hy) € LY(R)NL*(R). Stad réwniez F(f xhy) € L'(R)N L%(R).
Wobec tego mozemy skorzystaé z rownoscei (3) dla funkcji fx*hy, otrzymujemy

WF(f*hy)=FU(f xhy) = fx*hy.

Przechodzac z A — 0 i korzystajac z faktu, ze f x hy — f w L*(R), oraz ze
F 1 V¥ sg izometriami L*(R),

VFE(f) = FU(f) = f. (4)

Przypomnijmy, ze powyzsza réowno$é otrzymalismy dla f € L'(R) N L3(R).
Poniewaz jednak przestrzen L'(R) N L*(R) lezy gesto w L*(R), a operatory
UF oraz FV sy izometriami L*(R), wiec

VF(f)=F¥(f)=f  (f€L(R)). B

TWIERDZENIE 18. Zachodzi nastepujgca tozsamosé Parsevala

/f m(d) /f @ m(ds),  (f.g € IA(R)).

Dowdd. Oznaczajac przez (f, g fR m(dz) iloczyn skalarny w L*(R)
mozemy zapisaé teze rownowaznie,

(f,9) = (f.9).

Wynika ona ze wzoru polaryzacyjnego

(f,9) =3 (If +9l3 = If = gllz +ill f +igl3 =il f —igl3)
=1 (IF + 913 = 1F — g3 + il f + 313 — il - ial3)
= (f,9)- O

UWAGA 19. Udowodnilismy, ze F : L*(R) — L*(R) jest izomorfizmem prze-
strzeni Hilberta L*(R) na siebie.

14 Transformacja Fouriera na Zy

Transformacja Fouriera moze by¢ okreslona w duzo ogdlniejszym kontekscie
niz rozwazany poprzednio. Nie bedziemy jednak rozwija¢ ogdlnej teorii, tylko
skupimy si¢ na pewnym prostym przyktadzie.

Niech Zy = Z/(NZ), jest to grupa z dodawaniem (modulo N), jest to tez
przestrzen metryczna (z metryka dyskretna). Na tej grupie rozwazamy miare
liczaca p, kazda funkcja f : Zy — C jest mierzalna i catkowalna wzgledem
tej miary, przy czym

N—-1
f(k)
Zn k=0
DEFINICJA 20. Dla funkcji f : Zn — C, czyli f = (f(0), f(1),..., f(N —
1)) € CV, okreslamy jej transformate Fouriera wzorem

N-1
2mikt

i) =% flkye 3.

Uzywamy réwniez oznaczenia F(f) = f.



UWAGA 21. W przypadku R okreslalismy transformacje Fouriera na L'(R)
(a pézniej na L*(R)), tutaj jednak LYZy,pn) = L*(Zy,p) = CN — innymi
stowy, nie musimy niczego zaktadaé o funkcjyi f, aby definicja f miala sens.

PRZYKEAD 22. Na Z.® transformacja Fouriera jest identycznoscig,

C 3 (£(0)) = (f(0)) € C,

a wiec nie jest to ciekawy przyktad. Na Zo transformacja Fouriera dziala
nastepujqco

C* > (£(0), f(1)) = (f(0) + £(1), £(0) — (1)) € C*.
Na Zg.’

FO)+ (e + f(2)e
FO) + f(D)e™ 5 + f(2)e™F) € Zs.

W Z4.’

( ( Y
f(0) —if (1) = (2) +1if(3),
FO) = F() +f(2) - f(3),

fO) +if (1) = f(2) = if(3)) € Za.

Na przyktad cigg (1,3,5,8) € C* zostanie przeksztalcony na cigg (17, —4 +
5i,—5, —4 — 5i) € C*.

TWIERDZENIE 23. (o transformacji odwrotnej) Jesli f : Zy — C, to

2

1 N Tint
~ f()2 (n=0,1,...,N —1).

t

f(n) =

Il
=)

Dowod. Zachodzi

2
F
F

1 ~ 7r7,n 1 s Tin
N f() 2mint NZ f(k)e_ZthQQNt
t=0 t=0 k=0
1 N-1 N-1 ) ( ot
- N f(k € (5)
k=0 t=0

N—1 2mi(n—Fk)t

Jeslin =4k, to S0 le” v =31 1=N. Jesli za$ n # k, to

N_1 N_1 2mwi(n—k) N
2mi(n—k)t 2mi(n—k) \ e N -1 e2mi(n—k) _ 1
2wi(n—k) 2mwi(n—k)
t=0 t=0 e v —1 e v —1

Wracajac do ostatniej sumy w (5), sktadniki dla k # n znikaja, a wiec

]. N 27Tint
~ Z f(n). O
=0

3W zasadzie transformacja Fourlera nie jest okreslona na Zy, tylko na L!'(Zy) = CV.
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UWAGA 24. Podobnie jak w przypadku R mozna by uzyskac bardziej syme-
tryczne wzory rozwazajgc przeskalowang miare liczgcqg.

DEFINICJA 25. Dla f,qg: Zx — C okreslamy splot f x g : Zy — C wzorem

=

(f*g)(n) = z(n—k)y(k), (n=0,1,...,N—1).

i

W powyzszym wzorze n — k jest obliczane w Zy, czyli modulo N .

PRzZYKEAD 26. Dla f,g : Zn — C piszmy w skrécie frp = f(k) oraz g, =
g(k). Wowczas np. w przypadku N = 3,

f*g=(fogo+ fog1 + f192, fi190 + fogr + fa92, f2g0 + f191 + fof2)-

TWIERDZENIE 27.

F(fx9)(t) = F()(E) - Fg)(D).

Dowod. Na éwiczeniach. O

15 Algorytm FFT*

Niech f : Zy — C. Dla obliczenia f(t) bezposrednio z definicji potrzebujemy
wykona¢ O(N) operacji (bo mamy sume N skladnikéw), a wiec do znale-
zienia f potrzebujemy O(N?) operacji. Mozna jednak obliczy¢ f znacznie
efektywniej, bo uzywajac O(N log N) operacji, jesli N jest potega dwojki®.
Wprowadzmy nastepujace oznaczenie: dla f : Zy — C niech

Fu(F)t) = f(8) =D flk)e™ ™™, (te2).

Powyzej rozwazamy t € Z, jednak prawa strona jest N-okresowa, wiec otrzy-
mamy takie same wartosci Fz, (f)(t) dla t rézniacych si¢ o catkowita wielo-
krotnos¢ N.

Niech N =2M oraz f: Zy — C, piszemy f = f(k). Wéwczas

M-1 M-1 s
_ 2mi2kt _2mi t
Fry()(t) = Z Jawe™ M+ Z forpre” oM
k=0 k=0

_ 2mit

= Fua ((Jo, far s o 2)) () + €N Fp, ((frs f, - farr1)) (1),

gdziet =0,1,...,N—1(!). Jedli N jest potega dwdjki, to powyzszego wzoru
mozemy uzywac rekurencyjnie do obliczania dalej F7,,.

4Cooley i Tukey (1965) spopularyzowali ten algorytm i pokazali, ze ma zlozonoéé
O(Nlog N). Sam pomysl, bez oszacowania zlozonodci, pojawial sie jednak wczesniej,
np. u Gaussa (1805).

5Podany sposéb mozna rozszerzy¢é na przypadek, gdy N rozklada sie na iloczyn matych
liczb pierwszych; istnieja tez algorytmy o takiej samej zlozonosci O(N log N) dzialajace
dla dowolnych liczb N, tez pierwszych.
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Zobaczmy dla przykitadu rachunek dla f : Zg — C. Mamy

Frs((fo, f1s fos [3: fas f5, fos f2)) () |
= Fau((for for 1, Fo) (1) + €75 Fau(F1, F3, F5 F) (1)
= T ((fo, ) (1) + €55 Foy ((far fo)) (1)

2mit

b (Fu(h o) + o % P 1))

W ostatnim kroku obliczamy transformaty F7, .
Rachunki mozna przeprowadzi¢ w nastepujacy sposob. Zaczynamy od
pewnej funkcji f : Zg — C,

(fo, f1, f2r f3, fas f55 f6, f7).

Aby obliczy¢ jej transformate, grupujemy osobno wyrazy parzyste i niepa-
rzyste i dla nich bedziemy liczy¢ transformaty Fz,:

(fo, for fa, for f1, f3, f5, f7).

Aby obliczy¢ te transformaty, znowu w kazdej czworce grupujemy wyrazy
parzyste i nieparzyste i dla nich bedziemy liczy¢ transformaty F7,:

<f07f47 f27f67 f17f57 f3af7)-

Teraz dla kazdej grupki dwoch elementéw obliczamy F, bezposrednio lub
ze wzoru rekurencyjnego (co na jedno wychodzi), tj. obliczamy

(Fzo(fos fa)y Fro(fos f6)s Fao(f1s f5), Fuo(f35 f7))
=(fo+ fo, fo—fo, fo+ T, fo— fo, fr+ f5. fr — f5, fa+ fr, f3— [f7)
=: (90, 91, 92,93, 94 95, G6, G7)- (6)

Tutaj (go, g1) oraz (gs,g3) to transformacje Fz, odpowiednio (fo, fi) oraz
(f2, fs). Zatem ze wzoru rekurencyjnego (dla N =4 oraz t =0, 1,2, 3),

‘FZ4<<f07f2’f47f6))(t) = FZQ((f07f4))(t) + 67¥Fz2((f27f6>><t)7
skad

il w2 i3

_i0 _mil _mi2 _m3
Fuz,((fos fas fa, f6)) = (90,91, 90, 91) + (e” 2 g2, €™ 2 g3, e 2 go,e 2 g3)
= (90, 91, 90, 1) + (92, —1g3, —92, +ig3)
= (9o + 92, 91 — 193, 9o — G2, 91 + 1g3).

Podobny rachunek mozna przeprowadzi¢ dla drugiej czworki elementéw (g4, gs, g6, 97)-
Wobec tego kolejnym krokiem po (6) jest obliczenie

(90 + 92, 91 — 193, 9o — 92,91 + 193, ga + 95,95 — 197, Ga — e, g5 + 1g7)
= (h(])hla h27h37 h47h’57 h67h7)' (7)

Po raz ostatni korzystamy ze wzoru rekurencyjnego (dla N = 8 oraz
t=0,1,...7),

FZs((vaf17f27f37f4af57f67f7))
- (h07h17 h2,h3, h07h17 h27h3)

+ <w0h47w1h57 w2h67 W3h7, W4h4, (.U5h5, w6h67 W7h7), (8)
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27mik

gdzie wp = e~ "5 . — 9 XII 2021
Podsumowujac, wykonaliSmy nastepujace operacje:
(fo, f1, 2, 3 1, 5 o fr)
4
(f07 f47 f27 f67 f17 f57 f37 f7>
\J \J ) ) ) ) 2 \J

(fo+wofs, fo+wafs, fotwofe, fotwafe, fi+wofs, fi+wsfs, fs+wofr, f3+wafr)
Il Il Il Il Il Il Il I

(90, 91, 92, 93, g4, 9s, 96, gr)
\ \ \ \ \ \ \ !
(90 +wog2, g1 +wags, go+wige, g1+ Wegs, Ga+ Wogs, g5+ Wagr, Ga+ wWags, g5 + Wegr)
I Il Il Il I I I I
(ho, hi, ha, hs, hy, hs, he, hr)
\ \ \ \ \ \ \ \
(ho + wohy, h1 + wihs, hy + wahe, hs + wshz, ho + wihy, hy + wshs, ho + wehe, hs + wrhy)

Policzmy wykonane operacje postaci ,a + bc” dla liczb a,b,c € C. Wy-
konalismy je w trzech wierszach powyzej, za kazdym razem o$miokrotnie.
Lacznie daje to 8 - 3 = 8 - log,(8) operacji.

16 Algorytm szybkiego mnozenia liczb catko-
witych

6

Wyjasnimy zasade dziatania takiego algorytmu® na przykladzie mnozenia

423 - 57. Mamy

423 =3+2-10" +4-10° = P(10), dla P(x) = 3 + 2z + 4a°;
57="T7+5-10"' = Q(10), dla Q(z) =7+ 5z.

Zatem
423 - 57 = PQ(10),

wystarczy wiec obliczy¢ iloczyn wielomianéw PQ). Piszac wielomiany jako
ich cigg wspotezynnikow,

P =(3,2,4,0,0,...) =: (po,p1,---),
Q = (7,5,0,0,...) = (quqla'--)a

otrzymujemy

pQ - (pOapb e ) * (q07Q17 .. )
:= (Poqo, Pod1 + P140, Pog2 + Pr¢a + P20, - - ). (9)

SPierwszy algorytm tego typu jest autorstwa Schénhage—Strassena (1971). Uzywa on
funkeji i FFT o wartoSciach w pewnym pierécieniu Z,. Tutaj dla uproszczenia prezentu-
jemy wersje uzywajaca funkcji zespolonych.
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Poniewaz ciagi (po,p1,...) oraz (qgo,q,...) sa od pewnego miejsca zerowe,
wiec biorac odpowiednio duze N, splot obciecia tych ciagéw (po,...,pN-1)
oraz (qo,...,qn-1) (liczony jako splot funkcji na Zy) bedzie taki sam jak
poczatkowy fragment (9). Doktadniej, jesli mnozone czynniki maja odpo-
wiednio po m i n cyfr, to wielomiany P, () sa stopnia odpowiednio m — 1
oraz n — 1, wiec ich iloczyn PQ) ma stopien m +n — 2. Wystarczy wiec wzigé
N>m+n-—2.

W naszym przyktadzie N > 3 + 2 — 2 = 3, wiec wezmiemy N = 4,
potrzebujemy zatem obliczy¢ splot funkcji na Zy,

(3,2,4,0) * (7,5,0,0).

Pomyst polega na tym, zeby obliczy¢ transformaty Fouriera tych ciagéw (co

mozna zrobi¢ szybko, jesli wezmiemy N bedace potega dwojki),
F7,((3,2,4,0)) = (3+2+4,3—20 —4,3—-2+4,3+2i—4)

(9,—1 — 24,5, —1 + 2i),

(T+5,7—05i,7— 5,7+ 5i)

(12,7 —51,2,7 + 51).

-FZ4((77 57 07 O))

Teraz obliczamy iloczyn transformat,
F2,((3,2,4,0)) Fz,((7,5,0,0)) = (9, —1 — 24,5, —1 + 24)(12,7 — 5¢, 2,7 + 51)
= (108, —17 — 9i,10, —17 + 97).
W pierwszym wierszu powyzej jest mnozenie funkcji na Zy:
(ag, a1, az, as)(bg, by, be, bs) = (agbg, aiby, asbs, asbs).

Nastepnie obliczamy tranformate odwrotna, co ze wzgledu na podobienstwo
do F réwniez mozna zrobié¢ za pomoca algorytmu FF'T,
F71((108, =17 — 9i,10, —17 + 9i))
= 1(108 — 17 — 9i + 10 — 17 + 9,
108 +i(—17 — 9i) — 10 — i(—17 + 97),
(108 + 17+ 9¢ + 10 + 17 — 94,
108 — (=17 —91) — 10 +i(—17 + 97))
= i(84, 116,152, 80)
= (21,29, 38, 20).

Ostatecznie

42357 = PQ(10) = 21 +29 - 10 + 38 - 10% 420 - 10* = 24111.
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