Analiza rzeczywista 1 zespolona

Notatki do wyktadu!

17 Metoda I konstrukcji miary zewnetrznej

Jak pamietamy, twierdzenie Carathéodory’ego pozwala otrzymac¢ miare z miary
zewnetrznej. Celem tego rozdziatu jest podanie do$¢ ogélnej metody kon-
strukeji miary zewnetrznej.

DEFINICJA 1. Niech T bedzie rodzing podzbioréw zbioru X takq, ze ) € T.
Funkcje 7 : T — [0, 00] takq, ze 7(0) = 0 nazywamy premiarg, a rodzine T
— powtokq na X.

TWIERDZENIE 2. (I metoda konstrukcji miary zewnetrznej) Niech T bedzie
powlokq na X oraz niech 7 : T — [0, 00] spelnia 7(0) = 0. (czyli zakladamy,
Ze T jest premiarg). Dla A C X poléimy

1 (A) = inf {ZT(Tn) T, €T oraz A C U Tn} :
n=1 n=1

przy czym inf ) = co. Wtedy p* jest miarg zewnetrzng na X.

UWAGA 3. Zauwazmy, ze jesli zbioru A nie da sie pokryé przeliczalng liczbg
podzbioréw z powloki T, to infimum w powyzszej definicji jest ze zbioru pu-
stego, a wiec p*(A) = oo. Ponadto zauwazmy, Ze poniewaz ) € T oraz
7(0) = 0, wigc skonczone pokrycia zbioru A sq (efektywnie) réwniez brane
pod uwage.

Dowdd. Oczywiscie p*(0) = 0 oraz p*(A) < p*(B), jesli A ¢ B C X.
Pozostaje wiec sprawdzi¢ przeliczalng podaddytywnosé p*. Niech A, C X.
Musimy wykazac, ze

. ([] An) <Y w(A) )

Jedli p*(A,) = oo dla pewnego n, to powyzsza nieréwnos¢ zachodzi. Zalézmy
wiec, ze p*(A,) < oo dla kazdego n € N. Ustalmy ¢ > 0. Dla kazdego
n € N istnieje ciag {T,x}o, zbioréw z T taki, ze A, C g, Tni oraz
Yooy T(Tak) < p*(An) + 5. Zachodzi

U An C U U Tn,ka
n=1

n=1k=1
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a stad z dowolnosci € > 0 dostajemy nier6wnosé (1). ]

PRZYKEAD 4. Niech X = R?, niech T bedzie rodzing wszystkich kwadratéw
otwartych, T(T) = diam(T).

Niech Ty € T ma bok dlugosci 3, a zawarte w nim kwadraty
Ty, Ty, T3, Ty € T — boki dlugosci 1, zobacz rysunek. J @
Wowczas

T(To) =3v2, 7(T)=v?2, (i=1,2,34). T E

Sprawdzimy, Ze p*(T) = 7(T) dla T € T. Niech E, € T bedzie pokryciem
kwadratu T € T, oznaczajgc przez X miare Lebesque’a na R? otrzymujemys’

) ) 1/2
>_T(En Zw (Z( 2A<En>)) > (A1) = 7(T),

n=1

skqd pu*(T) > 7(T). Poniewaz cigg zbioréw (T, (), @, ...) jest pokryciem zbioru
T, wiec réwniez p*(T) < 7(T)+70) +7(0) + ... = 7(T). Zatem istotnie
pr(T) = (7).

Zachodzi

p(UT) < w(m) =3v2 < av2 =3 (T

wiec przynajmniej jeden ze zbiorow T; (i = 1,2,3,4) jest niemierzalny. Ze
wzgledu na niezmienniczos¢ na przesuniecia, zaden ze zbioréow T; mie jest
mierzalny. Podobnie mozna pokazaé, zZe zZaden niepusty kwadrat T € T nie
jest mierzalny.

W tym przykladzie miara zewnetrzna p* nie jest addytywna w przypadku

zbiorow T; (i = 1,2,3,4), mimo Ze sq one od siebie oddzielone (1j. odleglosé

miedzy nimi jest dodatnia). Jest to inna sytuacja niz w przypadku zewnetrznej
maary Lebesque’a. Ponadto, zbiory otwarte nie muszqg byc mierzalne.

18 Zewnetrzne miary metryczne

Niech (X, p) bedzie przestrzenia metryczna. Okreslamy odlegto$¢ miedzy
zbiorami nastepujaco

dist(A, B) = inf{p(z,y) : z € A,y € B}, (A, B C X),
dist(x, A) = dist({z}, A), (xe X,ACX).

2Korzystamy po drodze ze znanej nieréwnoéci miedzy normami: |la|l,x > [lale dla
ciggéw a € £ (czyli ciagéw bezwglednie sumowalnych).

— 16 XII 2021



DEFINICJA 5. Niech p* bedzie miarg zewnetrzng na przestrzeni metrycznej
(X, p). Jesli p*(AU B) = u*(A) + p*(B) dla kazdej pary zbiorow A, B C X
takich, ze dist(A, B) > 0, to pu* nazywamy metryczna miarg zewnetrzna.

LEMAT 6. Niech pi* bedzie zewnetrzng miarg metryczng na przestrzeni (X, p).
Niech G C X bedzie zbiorem otwartym, G # X oraz A C G. Niech

A, ={z € A:dist(z,G°) > 1}
Witedy p*(A) = lim, o p*(Ay).
Dowdd. Istnienie granicy wynika z monotonicznoéci p* i faktu, ze A, C A,
(n € N). Poniewaz A, C A, wiec u*(A) > lim, o p*(A,). Pozostaje
pokazaé, ze
HA) < Jim g (4,) @)

Zbiér G jest otwarty, a wiec dist(z, G°) > 0 dla kazdego x € A. Zatem
A=U", A,. Niech

By = App \ Ay ={r € A: 5 < dist(z,G°) < 1},
Wtedy
A=Ay, U U By = Ay, U UBQkUUBZk+17

k=2n k=n k=n

skad
p(A) < pt(Agn) + ZM*(B%) + Z 1 (Bakt1)-

k=n k=n
Jesli oba szeregi Y po | p*(Boy) oraz Y oo, 1" (Bag+1) sa zbiezne, to ich ogony
S ope, W (Bay) oraz Y o u*(Bogt1) zbiegaja do zera przy n — oo, a wiec z
powyzszej nieréwnosci otrzymujemy (2).

Pozostaje do rozwazenia przypadek, gdy ktérys z tych szeregéw jest roz-
biezny — zatézmy na przyklad, ze Y ,- p*(Boy) = oo (dowéd w drugim
przypadku jest podobny). Z definicji zbioréw By, zachodzi, dla x € U§:1 By,
oraz Y € Boya,

ﬁ < dist(z, G°) < p(x,y) + dist(y, G°) < p(x,y) + Tarz’

skad
1 1
p(x,y) > 2%+l 2kt2’

a w konsekwencji

k

dist(U Byj, Bopy2) > _2k1+1 - 2k:1+2 > 0.
j=1

Teraz skorzystamy z zatozenia, ze u* jest zewnetrzng miarg metryczng; do-
stajemy

—_

n—1 n—

w(Agn) = (| Baw) = D w*(Bar) ?

k=1 1

i

3Tuta]j wielokrotnie korzystamy z tego zalozenia, najpierw dla zbioréw U:;lz By, oraz
B, _o, ktére jak wczedniej sprawdziliSmy, sa oddzielone. Formalnie nalezaloby przepro-
wadzi¢ dowdd indukeyjny.



Po przejsciu n — oo otrzymujemy,

i
L

lim p*(Azn) > > p*(Bag) = o0,

n—00
1

=
Il

a wiec (2) zachodzi. O

TWIERDZENIE 7. Niech p* bedzie miarg zewnetrzng na przestrzeni metrycz-
nej (X, p). Wtedy kazdy zbidr borelowski jest mierzalny wtedy i tylko wtedy,
gdy p* jest metryczng miarg zewnetrzng.

Dowdéd. (<) Zalézmy, ze p* jest metryczng miara zewnetrzna. Wystarczy
udowodnié, ze zbiory domknigte sa mierzalne. Niech F' bedzie niepustym
zbiorem domknietym, wtedy G = F° # X jest otwarty. Niech £ C X bedzie
dowolnym zbiorem, niech A = E'\ F' C G i niech A, beda jak w poprzednim
lemacie, tj.

A, ={z € A:dist(z,G%) > 1}.

Wtedy dist(A,, F) > + oraz (na mocy lematu)

p (BN F) = lim p"(Ay).

n—oo

Poniewaz p1* jest metryczna miara zewnetrzna, a dist(A,,, ENF) > dist(A4,, F) >
0, wiec
p(E) > (ENF)UA,) = (ENE)+ p (4n),

skad po przejsciu z n — oo otrzymujemy
p(E) = p (ENF)+p (E\F).
Odwrotna nier6wno$¢ jest oczywista, otrzymujemy wiec, ze
W (B) = " (ENF) + p*(E\ F).

7, dowolnoéci zbioru E wynika, ze F' jest mierzalny.
(=) Zalbézmy, ze kazdy zbior borelowski jest mierzalny. Niech Ay, Ay C
X beda takie, ze dist(A;, A2) =« > 0. Okreslmy zbiér G nastepujaco,

G = B(,7/2),

TEAL

gdzie B(z,v/2) = {z € X : p(z,2) < v/2} oznacza kule otwartg o srodku
w punkcie z i promieniu /2. Zbioér G jest otwarty (jako suma mnogosciowa
zbioréw otwartych B(z,v/2)) oraz Ay C G i GN Ay = . Skoro G jest
mierzalny, to spetnia

(AU Ag) = p*((AL U A) NG) + (A U Ay) N G9).

Ale
(A1UA2)QG: (AlﬂG)U(AgﬂG) :A1U@:A1,
(AJUA)NG = (AiNG)U (A, NG) =0 U Ay = Ay,
wiec
P (AU Ag) = i (Ar) + p* (As),
co oznacza, ze " jest metryczna miara zewnetrzng. O
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19 Metoda II konstrukcji miary zewnetrznej

W przyktadzie 4 widzieliémy, ze metoda I zastosowana do przestrzeni me-
trycznej moze da¢ miare zewnetrzna, dla ktérej (niektore) zbiory otwarte sa
niemierzalne. Metoda II, majaca (w przeciwienstwie do metody 1) zastoso-
wanie tylko do przestrzeni metrycznych, pozwala skonstruowaé¢ metryczng
miare zewnetrzna, dzieki czemu unikamy problemu jak w przyktadzie 4. Po-
myst polega na wymuszeniu uzycia ,malych” (w sensie Srednicy) zbioréw
w pokryciach.

Niech premiara 7 bedzie zdefiniowana na powtoce 7. Dla kazdego n € N
definiujemy

T, ={T €T : diam(T) < +}

oraz konstruujemy miare zewnetrzna p; za pomoca metody I zastosowanej
do premiary 7 i powloki 7,, tzn. ktadziemy

pr(A) = inf {ZT(Tk) : Ty € Ty, oraz A C U Tk} :
k=1 k=1

Poniewaz Tp41 C Ty, wiec 1 (E) > pi(E), a zatem granica lim, .o ), (E)
istnieje dla kazdego ' C X. Funkcje

po(E) = lim i (E), (B CX),

nazywamy miarg zewnetrzng wyznaczona metoda II z premiary 7 oraz po-
wloki 7. Ponizsze twierdzenie orzeka, ze ta nazwa jest uzasadniona. — 20 XTI 2021

TWIERDZENIE 8. Niech funkcja 1 bedzie taka jak wyzej. Wowczas i jest
metryczng miarg zewnetrzng.

Dowdéd. Najpierw wykazemy, ze u$ jest miara zewnetrzna. Wihasnosei g (0) =
0 oraz ui(A) < py(B) dla A C B C X wynikaja natychmiast z odpowiednich
wlasnosci miar zewnetrznych (. Sprawdzimy przeliczalng podaddytywnos¢.
Niech A,, C X. Poniewaz pf(E) > pi(E) dla kazdego n € N i kazdego zbioru

E C X, wiec
(U A0 €D w40 <3 (A,
k=1 k=1 k=1

Puszczajac n — oo otrzymujemy

i (U A0 < D7 Ao

To oznacza, ze p) istotnie jest miarg zewnetrzna.
Niech teraz A, B C X beda dowolnymi oddzielonymi zbiorami (tzn.
dist(A, B) > 0). Pozostaje wykazaé, ze

(AU B) > pg(A) + pp(B), (3)

poniewaz nierOwnos¢ w przeciwng strone jest oczywista. Mozemy zaltozyc,
ze uh(AU B) < oco. Wybierzmy N € N na tyle duze, aby dist(A, B) > 1/N.



Niech ¢ > 0. Dla kazdego n € N istnieje ciag zbioréw (1), )i z powtoki Ty,
taki, ze

Ej 7%J;Z)f4LJ13,
k=1

ZE:T n,k <:MnJ4LLB>
k=1

Dalej rozwazamy tylko n > N. Dla dowolnego k € N zachodzi diam(7,,x) <
1/n < 1/N. Poniewaz dist(A, B) > 1/N, wigc T,,,NA=01lub T,,, N B = 0.
Niech

Fﬂlzz {k eEN: I%$:r1/43%3®},
fQQ:: {k eN: jzhk F]Z?;# @}.

(Zbiory te zaleza od n > N, czego nie uwzgledniamy w notacji). Zachodzi

pR(A) < Y T(Tor)  oraz pn(B) < Y T(To).

keNy keNs

Dodajac stronami otrzymujemy

/Ln( %_/Ln 2{:’7 n,k <:/Ln 14[“J13)
k=1

7, dowolnosci € > 0 otrzymujemy, dla n > N,
fin(A) + 3, (B) < pi, (AU B).

Przechodzac do granicy n — oo otrzymujemy (3). ]

20 Miary Hausdorffa

Zaczniemy od przyktadu podobnego do przyktadu 4, jednak tym razem uzy-
jemy metody II i innej powloki (choé¢ mozna by uzy¢ takiej samej powtoki
jak poprzednio).

Niech A oznacza miare Lebesgue’a na R?. Wezmy X = R? oraz

T = {T C R*: T jest zbiorem otwartym},
oraz rozwazmy nastepujace trzy premiary.

1. Niech s < 2 oraz
7(T) = diam(T)".

Jezeli T C R? jest zbiorem otwartym i niepustym, oraz T C Jo—, Tk
dla pewnych zbiorow Ty € T,, to

AT) < ST < 3 (diam(T3)?

k=1 k=1
<Y o diam(Th)* = >~ diam(T0)*
k=1 k=1



po drodze skorzystalismy z tego, ze A\(Ty) < (diam(7%))?, co bierze
si¢ stad, ze zbior T zawiera si¢ w pewnym kwadracie o boku dtugosci
diam(7}). Z powyzszej nieréwnosci wynika, ze

pi(T) > diam(T})* > n®*A(T).
k=1

Puszczajac n — oo otrzymujemy, ze ui(7T) = oo.
. Niech teraz s > 2 oraz
7(T) = (diam(7))°.
Niech Ty = (0,1)2. Zbiér Ty mozemy pokry¢ (n + 1)? otwartymi kwa-

dratami o bokach dtugosci 1/n i $rednicy ‘/75 Zauwazmy, ze

=%

1 1

ey
wobec tego kwadraty te naleza do powloki 7,,, gdzie m = L\%J Stad

) < a1 () 50, sty o
n
Zatem p5(To) = 0. Podobnie jest dla kazdego innego kwadratu, a wigc
z przeliczalnej podaddytywnosci réwniez pug(R?) = 0.

. Niech
7(T) = (diam(T))?

oraz Ty = (0,1)?. Rozwazajac takie pokrycie jak poprzednio widzimy,

7e
V2

i (To) < (n+ 1) (7)2 — 2, gdyn— oo.

Zatem p5(To) < 2 = 2X(Ty). Z drugiej strony, jesli Ty C Upe, Ty dla
pewnych zbioréw T}, € T, to

iTTk :idlamTk i MTy) > MTp),
k=1 k=1 k=1

a zatem

MTo) < po(To) < 2M(To).

Wprowadzimy teraz ogdlna definicje.

DEFINICJA 9. Niech X bedzie przestrzeniq metryczng, a T — rodzing wszyst-
kich zbiorow otwartych w X. Niech s > 0, przyjmimy

7(T) = (diam(7T))*, (TeT).

Miare zewnetrzng p*®) otrzymang z premiary T metodg II nazywamy ze-
wnetrzng miara Hausdorffa wymiaru s, a odpowiadajocq jej miare pu® — s-
wymiarowa miara Hausdorffa. Czasami pomijamy wymiar s w nazwie © mo-
wimy o (zewnetrznej) mierze Hausdorffa, jesli wymiar nie ma znaczenia lub
z kontekstu jest jasne, o jakie s chodzi.

7



UwAcA 10. Na mocy twierdzenia 8, zewnetrzna miara Hausdorffa jest ze-
wnetrzng miarg metryczng, a stad z twierdzenia 7 zbiory borelowskie sq mie-
rzalne. Wobec tego miara Hausdorffa jest okreslona przynajmniej na o-ciele
zbiorow borelowskich.

Jak zobaczyliémy w przyktadzie powyzej, na R?:

1. jesli s < 2, to s-wymiarowa miara Hausdorffa jest nieskonczona na
niepustych zbiorach otwartych;

2. jedli s > 2, to s-wymiarowa miara Hausdorffa jest zerowa, p(®)(R?) = 0;
3. jesli s = 2, to s-wymiarowa miara Hausdorffa spelia
ANTp) < p(Th) < 2M(To).

Powyzsza nieréwnoé¢ wykazalismy tylko dla kwadratu Ty = (0,1)?, jed-
nak zachodzi ona dla dowolnych zbioréw otwartych Ty C R? (a w kon-
sekwencji réwniez dla dowolnych zbioréw borelowskich).

To oznacza, ze dla ustalonego niepustego zbioru otwartego T' C R? zachodzi
s oo, jeslis < 2;
pN(T) = o
0, jeslis> 2.

W takiej sytuacji jak wyzej bedziemy mowili, ze zbior T" ma wymiar Haus-
dorffa réwny 2. Pézniej zobaczymy, ze funkcja s — u)(T) zachowuje sie
podobnie w dowolnym przypadku (zbioru T i przestrzeni metrycznej X).

UWAGA 11. Jesli w definicji miary Hausdorffa weimiemy T = 2% zamiast
rodziny wszystkich zbiorow otwartych, to w wyniku otrzymamy te samg miare.
Wynika to z faktu, Ze dla dowolnych s > 0, € > 0 ¢ dowolnego zbioru E C X,
istnieje zbior otwarty G O E taki, ze

diam(G)* < diam(E)® + ¢.

Tak jest z kolei dlatego, ze jesli Gy, = J,cp B(z, 1), to zbiory G, sq otwarte,
E C G, oraz diam(G,) < diam(E) + 2. Zatem G = G,, dla odpowiednio
duzego n ma zZgdane wlasnosci.

LEMAT 12. Jesli S jest podobienstwem w skali k > 0, tzn.
p(S(x),S(y)) = kp(z,y),  (z,y €X),

to
pw(S(E) = N(E),  (ECX).

Dowdd. Jezeli E C |J;2, T;, gdzie T; € Ty, to S(E) C S(Ui2, T3) = Usey S(Th)

oraz

—_

11

A R
Wobec tego dla n > k, kazdemu pokryciu (7;) C 7T, zbioru E odpowiada
pokrycie (S(7;)) C Tz zbioru S(E). Stad

diam(S(T;)) = kdiam(7T;) < (n> k).

3=

,f[gj(S(E)) < E;diam(sm))s =K z;diam(ms,



biorac infimum po (7;),
HIE)(S(E) < wu(B).
Przechodzac do granicy z n — o0,
WO(S(E)) < k(). (1)

Korzystajac z (4) dla zbioru S(F) w miejsce E oraz odwzorowania S~! (ktére
jest podobienstwem w skali k~!) w miejsce S otrzymujemy

p(STHS(E))) < k7 u"O(S(E)).
Ale STY(S(E)) = E, wigc powyzsza nieréwnos$¢ wraz z (4) daje teze. O — 412022

LEMAT 13. Niech (X, px) oraz (Y, py) bedg przestrzeniami metrycznymi.
Niech a > 0, E C X oraz funkcja f : E — Y bedqg takie, Ze

py(f(@), f(y)) < clpx(2,9)*, (2,9 € E).

Wowczas dla kazdego s > 0 zachodzi
pNf(E)) < elop(E).

Dowdéd. Niech E C |J;2, T;, gdzie T; € Ty, przy czym tym razem rozwazamy
T = 2% w definicji miary Hausdorffa, zgodnie z uwaga 11. Poniewaz

c 1
— <

ne %]

wiec f(ENT;) € Tp, gdzie m = L%J Rozwazamy tutaj n na tyle duze, by
n® > ¢. Ponadto f(E) C U, f(ENT;). Stad

diam(f(ENT;)) < cdiam(E NT;)* < cdiam(T;)* <

e (f(E)) < idiam(f(E NT;))% < ¢/ idiam(Ti)S.

i=1
Biorac infimum po wszystkich pokryciach (7;) jak wyzej, otrzymujemy
O (f(E)) < ¢ P(E).

Jesli n — oo, to tez m — oo, wiec z powyzszej nieréwnosci otrzymujemy
teze. O

TWIERDZENIE 14. Jezeli p**)(E) < oo, to p*W(E) =0 dla t > s.
Dowdd. Niech E C |J;2, T;, gdzie T; € T,,. Wowczas

) < Z diam(7; Z diam(7; t *diam(T;)® < pr— Z diam(7;

Biorac infimum po wszystkich pokryciach (7;) otrzymujemy

* 1 *(s
p(E) < (B,

nt—s

skad przechodzac z n — oo otrzymujemy teze. [

9



WNIOSEK 15. Jezeli *®(E) > 0, to u*®)(E) = oo dla s < t.

DEFINICJA 16. Niech E C X. Jezeli p*®(E) < oo dla kazdego s > 0, to
przyjmujemy dimg (E) = 0, w przeciwnym przypadku

dimy(E) = sup{s > 0: u*¥(E) = oo}.
Wielko$é dimpy (E) € [0, 00] nazywamy wymiarem Hausdorffa zbioru E.
UWAGA 17. Z twierdzenia 14 oraz wniosku 15 wynika, Ze
1. jesli dimy (E) = 0, to u*®)(E) = 0 dla kazdego s > 0;
2. jedli dimpy(E) = oo, to u*®)(E) = oo dla kazdego s > 0;
3. jesli d = dimy (F) € (0,00), to

(s oo dla s e (0,d);
W) = -
0 dlase(doo).

Zbior Ei powstaje z kwadratu
[0,1]* przez podzial na 16 ma-
tych kwadratow i pozostawienie 4
z mich, jak na rysunku.

Zbior FEy powstaje ze zbioru E
przez podzial kazdego z czterech
matych kwadratow na 16 jeszcze
mniejszych, i pozostawienie za kaz-
dym razem 4 z nich, jak na ry-
sunku.

Itd. Otrzymujemy zstepujacy cigg zbioréw zwartych Ey, Es,. .., kladziemy
F=N",E,.

Pokazemy, e dimg F = 1 oraz 1 < pM(F) < /2. Na kazdym etapie
mamy 4* kwadratow o boku 47%, czyli srednicy 47%+/2. Sq one pokryciem

2 Tn, gdzie n = L%J, wiee

pnV(F) < 4% 472 = V2,

skqd M (F) < V2.
Niech P((z,y)) = x bedzie rzutem ortogonalnym na o X. Poniewaz dla
w, z € R? zachodzi

|P(w) = P(2)] < Jw — 2|
oraz P(F) = [0, 1], wiec z lematu 13 dostajemy

pO(F) 2 V([0,1]) = 1.
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DEFINICIA 19. Krzywa w (X, p) nazywamy funkcje ciggle f : [0,1] — X,

a liczbe
sup > p(f (w1, ;)
i=1

gdzie supremum jest brane po wszystkich podziatach 0 = xo < 1 < ... 2, =1
— jej dtugosdcia.

TWIERDZENIE 20. Niech [ : [0,1] — X bedzie funkcjq cigglq i rézng od
stalej, a | niech bedzie dlugoScig krzywej f. Wtedy dla C' = f([0,1])

1. 0 < uM(C) <1,

2. jesli f jest réznowartosciowa, to ™M (C) = L.
W szezegolnosci jesli | < oo, to dimpy(C) = 1.

Dowdd. Najpierw dowodzimy, ze uV(C) < I. Zalézmy, ze | < oo. Niech
Ay, ... A, —podhuki C, czyli C = 2, A; oraz diam(4;) < %, i=1,...,m.

Wtedy
D(C) < diam(4;)
=1

Poniewaz f jest jednostajnie ciagta, wiec istnieje v > 0 taka, ze

P, T ) < 5 ol [o—y] <9, 2,y € [0,1],

Niech 0 = zg < 21 < ...z, = 1 beda takie, ze |z; — ;1| <y (i=1,...,m).
Wtedy zbiory A; = f([x;_1,x;]) pokrywaja C oraz sa zwarte, wiec istnieja
punkty y;, z; takie, ze z;_1 < y; < z; < x; oraz diam A; = p(f(y;), f(2)).
Stad

% > p(f(yi), f(2i)) = diam A; > p(w;_1, 75).

Rozwazmy podziat 0 < yy < 25 <o < 25 < ... < Yy < 2y < 1. Zachodzi
Z iam(A;) = > p(f (), F(21)) <1,
=1 =1

wiee wW(C) = limy e ™ (C) < 1, ponadto p*@(C) = pM(C), bo C jest

mierzalny.
Jesli 0 < a < b <1, to u™M(fla,b]) > p(f(a), f(b)) (co udowodnimy na

¢wiczeniach); Wyblerajqc a,btak, aby f(a) # f(b) dostajemy, ze M (C) > 0. — 1312022
Zalbézmy teraz, ze f jest réznowartosciowa. Niech 0 = zp < 11 < ... <

Ty = 1. Wowcezas f([x;—1, 2;)) sa roztacznymi zbiorami borelowskimi. Zatern

m

> (i) Z WS (i, )

i=1

Zu“)(U flzimr, 7)) = 1V (£([0,1))) = nV(0),

a poniewaz tak jest dla kazdego podziatu, to [ < ,u(l)(C), co w polaczeniu
7 pierwsza czescia twierdzenia daje réwnosé | = pM(0). O
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