Analiza rzeczywista 1 zespolona

Notatki do wyktadu'

21 Systemy iteracyjne i zbiory samopodobne

Niech D C R? bedzie domkniety.

DEFINICJA 1. Odwzorowanie S : D — D nazywamy kontrakcja na D, gdy
istnieje ¢ € (0,1) takie, ze

1S(x) =S| < |z —yl, (z,yeD). (1)

W przypadku, gdy w (1) zachodzi zawsze réwnosé, mowimy, ze S jest podo-
bienstwem zwezajacym.

Skoniczong rodzine kontrakeji {S1, Sa, ..., S}, m > 2 nazywamy syste-
mem funkcji iterowanych (w skrocie, IFS). Niepusty i zwarty zbior F C D
nazywamy atraktorem (zbiorem niezmienniczym) dla IFS, gdy

PRZYKEAD 2. Jesli Sy(x) = £, Sy(x) = £+ 2 na [0,1], to zbidr Cantora F
jest atraktorem dla IFS {S1,S2}. Istotnie, ' = S1(F)U Sy(F).

Udowodnimy, ze kazdy IFS ma doktadnie jeden atraktor.
Niech § = {A C D : A # 0} bedzie klasa wszystkich niepustych, zwar-
tych podzbioréw D. Okreslamy d-otoczke zbioru A jako

As ={x € D :|x —a| < dla pewnego a € A}.
Nastepnie definiujemy
d(A,B) =inf{0 > 0: A C Bs oraz B C As}, (A, Be€S).
Latwo sprawdzi¢, ze to jest metryka na S, tzw. metryka Hausdorffa.
TWIERDZENIE 3. Niech {Sy,...,Sn} bedzie IFS na D C R? takim, Ze
|Si(z) = Si(y)| < cile —yl, (2,9 € D),

gdzie ¢; € (0,1) (i = 1,...,m). Wtedy istnieje jednoznacznie okreslony
atraktor F', tzn. niepusty i zwarty zbior taki, zZe
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Niech odwzorowanie S : 25 — 25 bedzie okreslone wzorem
S(E)=JsiB).,  (E€S).

Wowczas dla kazdego zbioru E € S takiego, ze S;(F) C E (i =1,...,m),
zachodzi

F= ﬁ SH(E).

Dowdéd. Niech E = DN B(0,r). Wowczas dlay € E

[1Si()] < 19:(y) = Si(0)] + [5:(0)] < cify| +[5:(0)] < eor +[5i(0)],

wiec S;(F) C B(0,[S;(0)| +¢r) € B(0,r), jesli tylko r jest dostatecznie duze
(takie, by |S;(0)| + ¢;r < r dla wszystkich ¢). Dla tak dobranego r zachodzi
S;(F) C E dla wszystkich 1.

Stad wynika, ze S(F) C E, a w konsekwencji S*(E) C S*1(E). Zatem
(S¥(E)) jest zstepujacym ciggiem niepustych zbioréw zwartych, wiec zbiér
F =2, S*(E) jest zwarty i niepusty.

Na ¢wiczeniach pokazemy, ze F' jest atraktorem, czyli ze F' = S(F).
Udowodnimy jeszcze jednoznacznosé. Jezeli A, B € S, to

A(S(4), S(B) = () 5:(4).|J Si(B)) < max d(S:(4),5,(B))

T 1<i<m

bo jesli d-otoczka (S;(A))s zawiera S;(B) (dla kazdego i = 1,...,m), to
(UiZ1 5:(A))s = UiZy Si(A)s 2 UZy 5i(B)s = (Ui, Si(B))s. Zatem

A(S(A), S(B)) < (max (A, B)

Jesli A oraz B sa atraktorami, czyli S(A) = A, S(B) = B, to d(A,B) =
d(S(A),S(B)) < (maxi<i<m ¢;)d(A, B), skad wynika, ze d(A,B) = 0. To
z kolei oznacza, ze A = B. n
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Od teraz zaktadamy, ze

|Si(x)_sl(y)| :Cilx_ylv (ZE,yGDCRd)7
gdzie ¢; € (0,1). Atraktor takiego IFS nazywamy zbiorem samopodobnym.

Méwimy, ze IFS {S1,...,S,,} spetnia warunek otwartego zbioru, jesli ist-
nieje niepusty, ograniczony zbiér otwarty V C D taki, ze

U S;(Vycv (2)

oraz zbiory S;(V') sa parami rozltaczne. — 2012022



TWIERDZENIE 4. Niech uktad podobienstw S; o skali ¢; € (0,1) na R (i =
1,...,m) spelnia warunek otwartego zbioru. Jezeli F' jest atraktorem IFS

{S1,...,Sn}, ten.
F=|Js(F).
=1

to dimy F' = s, gdzie s jest rozwigzaniem réownania

m

Zc:f = 1. (3)

i=1

Ponadto dla tej wartosci s zachodzi 0 < pu'®) (F) < oo.
Dowod podzielimy na dwie czeSci.
Dowéd (czesé I — udowodnimy, ze ut*)(F) < (diam F)*). Niech s speia réw-
nanie (3). Niech
Io={1,2,....om}* ={(ir,...,ix) : 1 <i; <m}.
Dla zbioru A i ciagu (i1, ..., i) € Iy okreslamy
Ai iy =S 0...08 (A).

Wielokrotnie korzystajac z réwnosci F = |-, Si(F)? otrzymujemy F =
U[k Fnsz Zachodzi

Zdiam(F,-lwik)s = Z(Cil ooy )’ (diam F)®
= ). O e) (diam F)* = (diam F)*.

i1 ik
Dla kazdej 6 > 0 mozemy wybraé k takie, ze diam(F;, . ;) < (maxc;)* diam(F) <
8, wiec ugs/):(F) < (diam F)*, a stad u®(F) < (diam F)*. O

Bedziemy potrzebowali nastepujacych dwoch lematow.

LEMAT 5 (Zasada rozkladu masy). Zalézmy, Ze istniejg miara v o nosniku
zawartym w F taka, Ze 0 < v(F) < oo (tzw. rozklad masy) oraz stale ¢ > 0
1€ >0 takie, Ze

v(U) < ¢(diam U)*
dla wszystkich zbiorow otwartych U takich, ze diamU < e. Wtedy p(®) (F) >
v(F)/c oraz s < dimpy F'.

Dowdd. Jezeli F C |2, U;, gdzie U; sa otwarte oraz diam U; < %, to

0<ymvgwmvgg§)ﬂmgc§mmmmﬁ

Biorac infimum po wszystkich pokryciach (U;) jak wyzej otrzymujemy, zZe

v(F) < enl)r (F),

skad wynika teza. O]

2A formalnie przeprowadzajac dowéd indukeyjny.
3Warto myséleé o przykladzie ze zbiorem Cantora F: uzywajac notacji z przyktadu 2

’’’’’

tréjkowym rozpoczynajacym sie (odpowiednio) od 0,0; 0,022; 0,022020.
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LEMAT 6. Niech {V;} bedg otwartymi, roztgeznymi podzbiorami RY o takiej
wlasnosci, ze kazdy zbior V; zawiera pewng kule o promieniu air oraz jest
zawarty w pewnej kuli o promieniu asr. Woéwezas kazda kula B C R? o pro-
mieniu  przecina co najwyzej (14 2a9)%a;® zbioréw V.

Dowod. Na éwiczeniach. O]

Dowéd (twierdzenia 4, czesé II — udowodnimy, ze p®)(F) > 0). Niech
I=XA1,....m} ={(ir,i2,...) : 1 < i; <m}.
k=1

Na zbiorze X = {1,...,m} wprowadzamy miare probabilistyczng P kladac
P({j}) = ¢. Stad otrzymujemy miar¢ produktowa P, = X2, P na I,
zachodzi

Po({i1} x{io} x ... x{ixg} x X x X ...)=cic5...c.
Okredlmy f : I — R? kladac
f(il,ig,...) = Tiy io,... ((’h,ig,...) S I),

gdzie {z;, 4.} = ey Siy 0. . .05, (F). Ta definicja jest poprawna, poniewaz
zbiory S;, o ...0 S, (F) sa zwarte i niepuste oraz tworza ciag zstepujacy
o $rednicach zbiegajacych do zera. Stad wynika, ze ich przekrdj jest niepusty
i ma Srednice zero, a wiec jest singletonem.

Zauwazmy, ze funkcja f jest ciagta. Istotnie, ustalmy punkt (i1,1is,...) €
I oraz ¢ > 0. Istnieje k na tyle duze, aby diam F;, ; < e. Biorac 6 >
0 na tyle maty, aby punkty y € I lezace w odlegtosci mniejszej niz 6 od
punktu (i, s, ...) mialy pierwszych k wspolrzednych postaci (iy, i, ..., )
Wlelmy, ze f<y> € Fil,...,ik’ a WIQC |f(y) - f(xil,iQ,--->| S diam ‘Fil ----- ik <Eé&.

Przenosimy miare P, na borelowskie podzbiory A C R? w nastepujacy
sposob

V(A) == Poo(f1(A)) = Pu({(i1, 40, . ..) : T4y 4y € A}).
Oczywiscie v(F) = Pyo(I) = 1, v(R*\ F) = 0.

Niech V' bedzie zbiorem otwartym jak w warunku otwartego zbioru (2).
Poniewaz S(V) = U, S:(V) c U, S:(V) = U~, Si(V) C V, wige na mocy
twierdzenia 3 F = (o, S¥(V). W szczegblnoéci F C Vi F, i, C Vi
dla kazdego ciagu (i1,. .., ).

Niech B C R? bedzie kulg o promieniu r < 1. Oszacujemy v(B) rozwa-
zajac zbiory V;, ;o Srednicach poréwnywalnych z r i dokmnieciac przeci-
najacych F'N B.

Niech t = min;<;<,, ¢;. Obcinamy kazdy ciag (i1, 42, ...) € I po pierwszym
1 takim, ze

k

k

tr < ¢ Ciy...Ci, < T (4)

Niech @ oznacza (skonczony) zbiér wszystkich takich skonczonych ciagow.
Wtedy dla kazdego nieskonczonego ciagu (iy,1is,...) € I istnieje doktadnie
jedna warto$¢ k taka, ze (i1,...,i) € Q.

Z warunku otwartego zbioru wynika, ze zbiory Vi = S1(V), Vs, ..., V},, sa
parami roztgczne. Iterujagc wnioskujemy, ze rowniez Vi, i 1, Vi, 2, -5
Vi m S parami rozlaczne. Zatem rodzina zbioréw otwartych

Vit (01, 1g) € QF

la'“)ip’

4



sktada sig ze zbioréw roztacznych. Podobnie F' C U, Fi,...i, C Ug Vitoin-

Wybieramy liczby a; i as tak, aby zbior V' zawieral kule o promieniu
ay 1 byl zawarty w kuli o promieniu ay. Wtedy zbior V;, ;, zawiera kule
0 promieniu ¢;, ¢, ...c;, a1 > tra;, a wiec zawiera tez kule o promieniu ¢r.
Ponadto zbior ten jest zawarty w kuli o promieniu ¢;,¢;, . . . ¢;, a2 < asr, a wiec
jest tez zawarty w kuli o promieniu asr. Niech @) bedzie zbiorem wszystkich
ciagéw (iy,...,ix) € Q takich, ze B przecina V,, ;. 7Z lematu 6 zbiér Q,
ma co najwyzej ¢ = (1 + 2az)%(ta;)~? elementéw. Zatem

v(B) = v(F N B) = v({(ir,ia,...) : Tiy 4,... € F N BY})
< P, (U({il} X ox i) x X x X x )) :
Q1

bo jezeli x;, 4, € F'N B, to istnieje k takie, ze (i1, ...,1) € Q1. Stad

v(B) < S Pu({in) x . x {in} x X x X x..)
Q1
- Z(Cil e .Cik)s S er S qu.
A Q

Poniewaz kazdy zbior otwarty U C R? o $rednicy < ¢ jest zawarty w kuli
O promieniu €, wiec

v(U) < gq(diam U)*.
Mozemy wiec skorzystaé z lematu o rozktadzie masy, otrzymujemy () (F) >
v(F)/q=1/q>0. O
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