Analiza rzeczywista i zespolona Lista 1

Dla funkeji f : [a,b] — C oznaczamy przez V(f;a,-) jej funkcje wahania calkowitego,
okreslong wzorem

V(f;a,z) = sup{zn:\f(xk)—f(xklﬂ meN a=xy<z < ... an:z}, z € [a,b].
k=1

Jesli V(f; a,b) < oo, to méwimy, ze funkcja f ma wahanie ograniczone i piszemy f € BV]a, b].

Méwimy, ze funkcja f : [a,b] — C jest absolutnie ciggla (piszemy f € AC|a, b)), jesli dla

kazdego € > 0 istnieje § > 0 taka, ze dla dowolnych przedziatéw parami roztacznych (aq, 51),
., (an, BN) C [a,b] zag:vhodzi implikacja
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. Funkcje monotoniczne na R maja wszedzie granice lewo i prawostronne, a zbiér punktow

nieciggtosci jest co najwyzej przeliczalny.

BVla, b] jest przestrzenig liniows, ponadto || f||svias = |f(a)|+ V(f;a,b) jest norma na
tej przestrzeni.

Q! Przestrzen (BVia, b, || - ||Bvias) jest przestrzenia Banacha.
Jesli f € BVJa,b], to f jest ograniczona.
Jesli f, g € BV]a,b], to réwniez fg € BV]a, b].

Niech f : [a,b] — C. Wowczas f € BV/[a,b] wtedy i tylko wtedy, gdy Re f € BV]|a, b]
oraz Im f € BV|a, b].

Niech f : [a,b] — R bedzie monotoniczna. Woéwczas f € BVia,b]. lle jest réwne
V(f;a,b)?

Jedlia <2 <y<b toV(fia,y)=V(fia,2)+V(f;z,y).

W szczegolnosci funkcja V' (f;a,-) jest rosnaca® na [a, b].

. Niech f € BV]a,b]. Jezelia <z <y <b, to|f(y) — f(x)| <|V(f;a,y) —V(f;a,x)|.

Funkcja f : [a,b] — R jest réznica dwoch funkeji rosnacych wtedy i tylko wtedy, gdy
f € BV]a,b]. Wskazowka do (<). f(x)=V(f;a,z) — (V(f;a,x)— f(x)).

Niech a, b > 0 oraz

~ [ a®sin (z7?) dla z € (0, 1],
fl) = { 0 dla x =0,

Wowczas (1) funkcja f jest ciagta; (ii) f € BV]0, 1] wtedy i tylko wtedy, gdy a > b.

Jesli f @ [a, b] — C jest absolutnie ciagta, to (a) jest ciagta; (b) ma wahanie ograniczone;
(c) ma wlasno$é N Luzina, tzn. jesli N C [a, b] ma miare zero, to rowniez \*(f(N)) = 0.3

Wskazéwka. Dla kazdego e > 0 istnieje zbiér G = |J.~ (@, 8,) DO N o mierze < ¢.

1Zadania oznaczone Q sa dla 0s6b szczegdlnie zainteresowanych i beda zwykle pomijane na éwiczeniach.
2 Rosngca oznacza dla nas stabo rosngcg.

3Jest tez prawdziwe twierdzenie odwrotne (Banacha—Zareckiego): jesli f spelnia warunki (a), (b), (c), to
f € ACla,b].



