Analiza rzeczywista i zespolona Lista 2

Liczbe a € [—o0,00] nazywamy liczbg pochodng funkcji f w punkcie zy € [a,b], jesli
istnieje ciag hx — 0, hy # 0, xo + hy € [a, b] taki, ze

lim J(zo + hy) — f(20) N

k—o0 h/k

Jakakolwiek taka liczbe bedziemy oznaczaé przez D f(xy) (mimo Ze na ogél nie jest ona
wyznaczona jednoznacznie).
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Jedli f :[a,b] = R iz € [a,b], to istnieje liczba pochodna f w punkcie z.

Jesli dodatkowo funkcja f jest rosngca, to kazda jej liczba pochodna w punkcie zq jest
nieujemna.

Niech f : [a,b] = R ixy € [a,b]. W punkcie z jest doktadnie jedna liczba pochodna
D f(xo) wtedy i tylko wtedy, gdy f ma w punkcie xg pochodna (by¢ moze niewtasciwa).
W takiej sytuacji f'(z¢) = Df (o).

Podaj interpretacje geometryczng liczby pochodnej. Niech
flz) = Zz_nlm—n,z—nﬂ](iﬁ), dla z € [-1,1].
n=1

Uzasadnij, ze funkcja f jest rosngca; jakie ma ona liczby pochodne w zerze?

* Zatézmy, ze f : [a,b] — R jest Scisle rosnaca i niech E C [a, b]. Jesli w kazdym punkcie
x € E istnieje liczba pochodna Df(z) > ¢ > 0, to A*(f(F)) > g\ (E).

Mozna unikna¢ stosowania twierdzenia o maksymalnym tancuchu w dowodzie lematu 55
przy dodatkowym zaltozeniu ograniczonosci. Doktadniej, rozwazmy nastepujace twier-
dzenie.

LEMAT 1 (5B dla zbioréw ograniczonych). Niech K C R? bedzie pewnym zbiorem ogra-
niczonym, zas B — pewng rodzing kul zawartych w K. Woéwczas z rodziny B mozna
wybrac¢ przeliczalng podrodzine G C B kul parami rozlgeznych takg, ze

U BclsB, (1)
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gdzie 5B jest kulg o takim samym Srodku co B, ale pieciokrotnie wiekszym promieniu.
Ponadto kazda kula B € B przecina pewng kule C € G takq, ze B C 5C.

Dowdd. Niech n € N, zal6zmy, ze wybraliSmy juz kule parami roztaczne By, ..., B,_1 €
B (przyjmujemy konwencje, ze przypadek n = 1 to pierwszy krok, w ktérym nic jeszcze
nie wybralismy). Niech

An_l:{BEB:BﬂBj=®d1aj:1,...,n—1}.

Jedli rodzina A,,_1 jest pusta, to ktadziemy G = { By, ... B,_1} i koficzymy konstrukcje.
W przeciwnym razie niech

M, 1 = sup{diam(B) : B € A, _1}.

Oczywiscie M,,_1 < oo. Wybierzmy teraz kule B,, € A,,_1, ktora jest ,jedna z najwiek-
szych w rodzinie A,_;” — dokladniej taka, ze diam(B,,) > Mg‘l.
Jesli zadna z rodzin A, _; w powyzszej konstrukcji nie byta pusta, to ktadziemy G =

{By, Ba,...}.
Dokoncz ten dowdd wykazujac, ze G spelia wszystkie zadane warunki. O




