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Oblicz funkcje maksymalng M1 ;)(z) dla € R i narysuj jej wykres. Dla jakich p €
[1, 00] zachodzi M1y 1 € LP(R)? Uwaga. Nie trzeba bardzo doktadnie uzasadniaé, dla
jakiego promienia r supremum w definicji funkcji maksymalnej jest osiagane — to mozna
zauwazy¢ z rysunku.

Niech f: R? = R = RU {—00,00}. Méwimy, ze f jest dolnie péiciggla w punkcie x,
jesi f(xo) < liminf, ., f(z). Tak jak zwykle mowimy, ze f jest dolnie pétciggla, jesli
f jest dolnie polciggta w kazdym punkcie z, € R

Uzasadnij, ze f jest dolnie potciggta wtedy i tylko wtedy, gdy przeciwobrazy f~1((a, oc])
sg otwarte dla kazdego a € R.

Dla dowolnej funkcji f € L, .(R?), funkcja maksymalna M f jest dolnie polciagta, a wiec
mierzalna.

Niech X = (X, p) bedzie zupelna przestrzenia metryczna. Okreslamy odleglosé punktu
x € X od zbioru A C X jako dist(x, A) = inf{p(x,y) : y € A}. Piszemy K CC X, jesli
K jest zwartym podzbiorem X. Nosnikiem funkcji ciagltej f : X — R nazywamy zbior

supp f = {z € X : f(z) # 0}.

Przestrzen wszystkich (rzeczywistych) funkcji ciagltych na X o nosniku zwartym ozna-
czamy przez C.(X).

Niech K cC R?. Woéwezas funkcje
fulz) = (1 = ndist(z, K))4

sa ciagle, maja nosnik zwarty oraz f, — 1x punktowo, ale tez w normie LP(R?) dla
p € [1,00).

Przestrzen C.(R?) jest gestym podzbiorem LP(R?) dla p € [1,00), ale nie dla p = oo.
Dla funkcji f : R — R okreélmy jej przesuniecie o h € R? wzorem
mf(x) = f(x —h), (zeR%).
Uzasadnij, ze dla 1 < p < oo zachodzi
}Lli% |70 f = fllp@ay = 0,

jedli (a) f € C.(RY);  (b) f € LP(RY).
Wskazéwka. Przypadek ogdlny (b) mozna wywnioskowaé z (a) i z zadania 22.

Niech £ C R? bedzie mierzalny. Moéwimy, ze punkt x € R? jest punktem gestosci
zbioru F| jesli

lim AN B(z,7) N E)
r=0  A(B(z,7))
Znajdz wszystkie punkty gestosci zbioréw [0, 1] oraz R\ Q.

=1.

Niech E C R? bedzie mierzalny i niech F' bedzie zbiorem jego punktéw gestosci. Wow-
czas A(EAF) = 0, czyli innymi stowy, prawie kazdy punkt x € F jest punktem gestosci
zbioru E, oraz prawie kazdy punkt z € R?\ E nie jest punktem gestosci zbioru E.
Wskazowka. Twierdzenie Lebesgue’a o rozniczkowaniu zastosowane do odpowiedniej
funkcji.



