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Przedstaw funkcje f(z) = max(0,1 — |z|), = € [-2,2], jako r6éznice dwoch funkeji
rosngcych; rozwigzanie moze by¢ na rysunku.

Istnieje ciagta monotoniczna funkcja f na R, ktora nie jest stata, ale f* = 0 p.w. [Rudin,
przyktad 8.20(b)]

Zachodzi-nkluzia AClab-cBVabf [To juz bylo w zadaniu 12.]
Jesli f.g € AC[a bl to fg € AC[a.b] oraz [ f'gdz = (Fg)) — (fg)(a) — J fod.

T

Jesli f € AC[a, b] jest funkcja rzeczywista, to V(f;a,z) = [

., |f(t)]dt. Przypomnienie.
Funkcja V' byla zdefiniowana na pierwszej liscie.

Jesli f € ACla,b], to V(f;a,-) € ACla,b]. Zatem f jest réznica dwdch absolutnie
ciagtych funkcji rosnacych.

Przestrzen AC|a,b] z norma

b
1l = / (17 (@) + |f'(@)]) de

jest przestrzenig Banacha.

Niech f € ACla,b] i g(z) = |f(x)? dla p > 1. Sprawdz, ze pochodna ¢'(z) istnieje w
prawie kazdym punkcie z € [a,b] i oblicz ja. Czy mozna tu korzystaé z twierdzenia o
pochodnej funkcji ztozone;j?

Jesli f,, f € LP(X, n), gdzie 1 < p < o0, oraz f, — f wnormie LP(X, u), to f, = f wg
miary p. Czy ta implikacja jest prawdziwa dla p = oo?

Jedli f,, — f wg miary p, to istnieje podciag ( fx, )n zbiezny do funkcji f prawie wszedzie
wzgledem miary p. Uwaga. To jest standardowy fakt z teorii miary, dowdéd mozna
znalez¢ np. w ksigzce Bruckner—Bruckner—Thomson, Theorem 4.14.

Z poprzednich dwbch zadan wynika, ze jesli 1 < p < oo oraz f,, — f w normie LP(X, u),
to istnieje podciag ( fx, )n zbiezny do funkcji f prawie wszedzie wzgledem miary p. Czy
ta implikacja jest prawdziwa w przypadku p = oo?

Niech M bedzie o-ciatem podzbioréw zbioru X.

Funkcje p : M — [0, 00] nazywamy miarg, lub miarg dodatnig, jesli jest o-addytywna
oraz () = 0. Funkcje u : M — C nazywamy miarg zespolong, jesli jest o-addytywna.

Zwrbéémy uwage, ze nie kazda miara dodatnia jest miara zespolona, bo [0, 00] nie jest
podzbiorem C.

Dla miary zespolonej u okreslamy jej wariacje (miare wariacji) || wzorem
ul(E) =sup Y |u(Ey)l,  EeM,
i=1

gdzie supremum jest wziete po wszystkich rozkladach {E;} zbioru E, tj. po przeliczal-
nych rodzinach { E; } zbioréw z M, ktére sa parami roztaczne oraz spelniaja | J;o, E; = E.
Mozna udowodnié, ze |u| jest miara skorniczona.

Podaj |v|, jezeli v(E) = [, fdu, dla miary p > 0 i rzeczywistej funkeji f € L'(p).
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