Analiza rzeczywista i zespolona Lista 5

Przypomnijmy, ze uzywamy przeskalowanej miary Lebesgue’a na prostej R, m = (2r)~ /2.
Przyjmujemy

Hpr—(/OOI ()P m <d:c>)1/p (1<p <o),

(f*g)( / f(x —y)g(y) m(dy) (z € R), (splot funkcji f i g),
ft) = / f(z)e ™ m(dx) (t € R), (transformata Fouriera funkcji f),
Tf(x) = f (x—h) (x € R), (przesuniecie funkcji f),
a(r) = Xf(x) (A> 0,z € R), (dylatacja funkcji f).

38. Niech 1 < p < co. Jesli f € LY(R) oraz g € LP(R), to splot f * g jest prawie wszedzie
dobrze okreslony oraz f * g € LP(R).

39. Transformacja Fouriera jest ograniczonym operatorem liniowym z L'(R) w L*°(R), po-
nadto

Il < I (F € L'(R)).
40. Niech f € LY(R), h € R oraz g(x) = f(x)ei"®. Wowczas

(mfV(t) = f(t)e™ oraz §(t) =m(f)(t) = f(t—h)  (tE€R).
41. Jedli f,g € LYR), to (f = g)(t) = f(£)j(t).
42. Oblicz transformate Fouriera indykatora odcinka [a, b], gdzie —0o < a < b < oc.
43. Oblicz splot 1o * 1 1.
44. Niech f(z) = e~¢l*l. Wéweczas

ft)y =12 5= (teR).
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45. Niech f(x) = \/2 —° . Wowczas f(t) = el
' T €24 a2 '
Wskazowka. Twierdzenie o residuach i lemat Jordana.

46. Jedli p i ¢ sa wyktadnikami sprzezonymi, f € LP(R), g € LY(R) i h = f x g, to h jest
funkcja jednostajnie ciagta.

47. Niech f(z) =0dla z <0 oraz f(x) = exp(—1/z) dla z > 0. Wowczas f € C*(R).
Wskazéwka. f™(z) = f(z)P,(1/x) dla > 0 i pewnego wielomianu P,.

48. Niech h(z) = f(1 — x?), gdzie f jest jw. Wowczas h € C*(R) N C.(R) =: C=(R).

49. Jedli g € CH(R) oraz h € L} (R), to splot g * h jest klasy C! oraz (g * h)' = ¢’ * h.

loc

50. Jesli [a,b] C (c,d), to istnieje funkcja f € C(R) taka, ze 1jap < f < 1 g
Wskazowka. Mozna wzia¢ f = chs * 17 dla funkcji A jak w zadaniu 48| oraz odpowiednio
dobranych ¢ > 0, § > 0 i odcinka I.



