Analiza rzeczywista i zespolona Lista 6
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Jedli 1 < p < oo oraz f € LP(R), to funkcje f1li_p g zbiegaja w normie LP(R) do
funkcji f, gdy R — oc.

Niech f,, € LP(R) N LY(R), gdzie 1 < p,q < oo. Zalézmy, ze ciag (f,) zbiega w LP(R)
do pewnej funkcji g € LP(R), a takze zbiega w L?(R) do pewnej funkcji h € LI(R).
Uzasadnij, ze wowczas g = h (prawie wszedzie).

(ciagto$é normy) Niech (X, || -||) bedzie przestrzenia unormowana. Jesli ||z, — x| — 0
przy n — 0o, to réwniez ||z,|| — ||z|| przy n — oo.

(wzér polaryzacyjny) Niech (X, (-, -)) bedzie rzeczywistq przestrzenig unitarna. Definiu-
jemy norme jak zwykle, ktadac ||z|| = v/(z, z). Udowodnij nastepujacy wzor

fg)=2f+9l>=1f =9l

Jak nalezy zmodyfikowaé¢ lewa strone powyzszego wzoru w przypadku przestrzeni ze-
spolonej? Uzyj tej modyfikacji do udowodnienia, ze w zespolonej przestrzeni unitarnej

(f.9) =1 Uf + 9P = Ilf —gll> +illf +igl* =il f —igll?)

Przypomnijmy, ze dla funkcji f : Zy — C, czyli f = (fo, f1,--., fn_1) € CV, okreslamy
jej transformate Fouriera wzorem

FHW) = ft) =) fk)e 5, (t€Z).

Splot funkcji f, g : Zy — C definiujemy jako nastepujaca funkcje fxg: Zy — C

(f*9)(n) =Y x(n—k)y(k), (n€Zy).

Dla f,g : Zn — C zachodzi
F(fx9)(t) = F()(@) - F(g)(t)-

Oblicz splot (1,2,0,3) % (3,0,0 — 1) korzystajac (a) bezposrednio z definicji, (b) z po-
przedniego zadania i twierdzenia o transformacji odwrotne;j.

Dla f,g: Zn — C zachodzi nastepujaca tozsamosé Parsevala: (f,g) = %(f, g).

Oblicz transformate Fouriera (1,0,—3,2) (a) bezposrednio z definicji (b) uzywajac al-
gorytmu FFT.

Okre$lmy funkcje sinc wzorem sinc(z) = 222, Uzasadnij, ze sinc € L*(R) \ L'(R) oraz

F(sinc) = 11

bol 3

Ile wynosi F(sinc?)?



