Analiza rzeczywista i zespolona Lista 7
60. Niech X = R?, oraz niech 7 bedzie rodzing prostokatéw
T = (a,b] x (¢,d]

i niech 7(T") bedzie polem T'. Niech p* bedzie miara zewnetrzna otrzymana z 7 i 7 za
pomoca Metody I. Udowodnij, ze p* jest metryczna miarg zewnetrzna (dwuwymiarowa
miara Lebesgue’a).

61. Niech 7 bedzie rodzina zbioréw zawierajaca () i przedzialy otwarte w X = (—1,1) i
niech 7((a,b)) = |b* — a?|. Stosujemy Metode I otrzymujac p* i Metode IT otrzymujac
g Opisz rodzine zbioréw p*—mierzalnych. Wyznacz p*((0,1)) oraz pug((0,1)).

62. Niech X = R, T zawiera ) i przedzialy otwarte. Niech 7(0) = 01 7((a,b)) = (b —a)™*
dla wszystkich innych (a,b) € T. Niech py, pe beda miarami otrzymanymi z 7 i 7
Metoda I i II, odpowiednio. Uzasadnij, ze pi(E) = 0 dla wszystkich £ C X, oraz
w2 (E) = oo dla kazdego zbioru niepustego £ C X.

63. Konstruujemy funkcje ciagte f,, : [0,1] — [0,1]* fo(z) = (z,z), fi — jak na rysunku, tj.
fi(z) = (3z,3z) dla z € [0, 5], fi(z) = (3 —3z,3z) dla z € [5, 2], itd. Parametryzacja
jest zawsze taka, zeby norma pochodnej || f/ (x)|| byla stata dla x € (0,1) \ (97"Z).

f2(0)

Dla czytelnosci punkty f1(5) i f1(3) Tu réwniez niektére punkty zostaly rozsunigte.
zostaly rozsunigte, mimo ze f1(3) = f1(2).
Podobnie f1(3) = f1(5).

Przekonaj sig, ze

(a) Jesi m > n, to funkcja f,, na odcinku postaci [k97", (k + 1)97"] (gdzie k €
{0,1,...,9" — 1}) przyjmuje wartosci w pewnym kwadracie (takim samym dla kaz-
dego m) o boku dhugodci 37". Zatem || fyn — fulloo < V2-37™

(b) Funkcja f(z) = lim, . fn(z) jest dobrze okreslona i ciagla.

(c) Obraz f([0,1]) jest gesty w [0,1]%, a wigc f([0,1]) = [0, 1]>.

Okreslona powyzej funkcja f nie jest réznowartosciowa. Czy istnieje réznowartosciowa
funkcja ciagla f:[0,1] — [0, 1]* taka, ze f([0,1]) = [0,1]??



