Funkcje analityczne Lista 4
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Oblicz f,y ze” dz, gdzie v(t) = 2e7 %, t € [0, 7].
Niech n € Z. Oblicz catke fw(z —a)"dz, jesli v

(a) jest pétokregiem |z —a| =7, 0 < arg(z —a) < 7 o poczatku w a + r;
(b) jest dodatnio zorientowanym okregiem o $rodku w a i promieniu r;

(c) jest brzegiem kwadratu o §rodku w a i bokach réwnolegtych do osi uktadu wspdt-
rzednych (n # —1).

z

Oblicz catke f7 oL gdzie 7 jest dodatnio zorientowanym okregiem o $rodku w punk-
Z J—

cie 1 i promieniu 2. Wskazowka: rozktad na utamki proste.

Niech f bedzie funkcja ciggly w otoczeniu punktu a € C. Oblicz

lim (2) dz,
e—0 zZ—a
Ye

gdzie v, jest dodatnio zorientowanym okregiem o srodku w a i promieniu e.

Niech 71,72 : [0,1] — C beda drogami zamknietymi, niech w € C oraz
71(t) = 2(t)] < [w—(t)], datel0,1].

t) —
(a) Pokaz, ze wzor y(t) = W—w okresla droge zamknieta w C.
P2(t) —w
(b) Sprawdz, ze |1 —~(t)| < 11 wywnioskuj stad, ile réwna si¢ Ind,(0).

(c) Obliczajac z definicji Ind, (0) wywnioskuj, ze Ind,, (w) = Ind,, (w).

Niech @ = C\{z € C : Rez < 0,Imz = 0}. Dla z € Q okreSlamy funkcje Log

nastepujaco
/ dw
Logz = —
(1z) W

Sprawdz, ze Log € H() i oblicz pochodng Log’. Uzasadnij, ze exp(Logz) = z, obli-
czajac pochodng funkeji g(z) = exp(Log z)/z. Oblicz Log(1 + i), Log(exp(37i/2)). Czy
Log(zw) = Log z + Log w?

Uwaga: Liczbe Log z nazywamy logarytmem gtownym z.

/ e* cos z dz /sin(z —2)dz
L (14 2%)sinz” ) z-2

gdzie 7 jest dodatnio zorientowanym okregiem o $rodku w 2 4 4 i promieniu v/2.

Oblicz calki

Niech p,zp € C oraz f € H(C\ {p}). Niech C(z,r) oznacza dodatnio zorientowany
okrag o srodku w z i promieniu r. Uzasadnij, ze fc(p " f(2) dz nie zalezy od r, oraz ze

/ f(Z) dz = IndC(zo,r)<p) ’ / f(Z) dZ, dla r 7é ’ZO _p"
C(zo,r)

C(p,r)
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Obliczajac f7 % dla (odpowiednio sparametryzowanej) drogi zamknietej v, ktorej obraz

jest elipsa (RZ—QZ)Q + (Inz—f)? = 1, uzasadnij, ze

/2” dt 2
o a2cos?t+b2sin’t  ab’

(Lemat Jordana) Niech f >0, >0, D ={z€ C: |z| > ro,Imz > a}, f € C(D) oraz
f(z) = 0, gdy |z] = oo. Wowczas

lim | e f(2)dz =0,
r—00 Yr

gdzie 7, jest ta czescia okregu o srodku w 0 i promieniu r, ktéra znajduje siec w D.

e* sin z
——dz; / —— dz,
/7 z(z — 29) L, 22(z —24)3

gdzie v jest dodatnio zorientowanym okregiem (a) o srodku w 37 i promieniu 2; (b) o srodku
w —2¢ 1 promieniu 3.

Oblicz catki

Jesli f, € H(Q) jest ciagiem funkcji zbieznym do funkcji f jednostajnie na kazdym
zwartym podzbiorze zbioru €2, to f € H(Q).

Jesli Q C C jest otwarty, f € C([a,b] x Q) oraz f(t,-) € H(Q2) dla kazdego t € [a, b], to
funkcja g(z) = f: f(t, z) dt jest holomorficzna na 2. Wskazéwka: Twierdzenie Morery.

Uzasadnij, ze podane funkcje sa holomorficzne

1 otz Lt
f(z):/11+t2dt na C; g(z):/o 1+tzdt na {z: Rez > 0};

o s} etz
h(Z):/o mdt na {z: Rez < 0}.

Jesli f € H(D(a,r)) dla pewnego r, to a jest m—krotnym zerem funkcji f wtedy i tylko
wtedy, gdy f™(a) =0 oraz f*(a) =0dla 0 <k < m.

Znajdz krotnosé¢ zera z = 0 dla funkcji

2

fil2) = (7 =1)2 fol2) = 2eos 2224 =2 fy(z) = o1y fy(z) = sinZM(10),

Czy istnieje funkcja holomorficzna w otoczeniu 0 i taka, ze (a) f(1) = f(—1) = -5 dla
neN; (b) f(A)=f(-1)=L dlaneN?

n n

Funkcja f(z) = sin ﬁ ma ciag zer zbiezny do 1, ale nie jest stata. Czy to nie sprzeczno$c¢

7 twierdzeniem o zerach?

Zbadaj, czy funkcja f ma funkcje pierwotna na §2, jesli

(a) f(z)zzgil, Q = D(0,1);
b) f(z) = 5. 2=C\DO,1);
1

() f(z) = 53— Q@=C\[-L1].



