
Rozwa»amy sie¢ neuronow¡ z dwoma warstwami po dwa neurony. Poni»ej szare kóªka
oznaczaj¡ sztucznie dodane wej±cia stale równe 1.
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Powiedzmy, »e przy wej±ciu

[
1
0

]
oczekujemy od sieci odpowiedzi

[
1
0

]
.

Wagi pocz¡tkowe (przykªadowe):

W [1] =

[
0.1 −0.2 0.3
−0.4 0.5 −0.6

]
, W [2] =

[
0.15 −0.25 0.35
−0.45 0.55 −0.65

]
Wej±cie (pierwsza wspóªrz¦dna jest zawsze równa 1 i sªu»y do kodowania staªego skªad-
nika):

X [1] =

11
0

 .
Propagacja w przód. Warstwa pierwsza (W [1]) daje

net[1] = W [1] ·X [1] =

[
−0.1
0.1

]
,

po naªo»eniu na poszczególne elementy funkcji ϕ(x) = (1 + e−x)−1 dostajemy wyj±cie
pierwszej wartswy,

a[1] =

[
ϕ(−0.1)
ϕ(0.1)

]
=

[
0.47502081
0.52497919

]
,

a po dopisaniu 1 na pocz¡tku otrzymujemy wej±cie drugiej warstwy:

X [2] =

 1
0.47502081
0.52497919


Warstwa druga (W [2]) daje

net[2] = W [2] ·X [2] =

[
0.21498751
−0.52997502

]
po naªo»eniu na poszczególne elementy funkcji ϕ(x) = (1 + e−x)−1 dostajemy wyj±cie
sieci:

a[2] =

[
ϕ(0.21498751)
ϕ(−0.52997502)

]
=

[
0.55354082
0.37052271

]
.

Propagacja wstecz. Oczekiwali±my odpowiedzi y =

[
1
0

]
. Dla funkcji kosztu L(y, a[2]) =

1
2
‖y − a[2]‖22 mamy

∂L

∂a[2]
= a[2] − y = a[2] −

[
1
0

]
=

[
−0.44645918
0.37052271

]
. (0.1)

St¡d dostajemy sygnaª delta mno»¡c poszczególne elementy przez warto±¢ ϕ′ w punktach
net[2] (tutaj ϕ′ obliczamy korzystaj¡c z konkretnej postaci funkcji ϕ),

δ[2] =

[
−0.44645918 · ϕ′(0.21498751)
0.37052271 · ϕ′(−0.52997502)

]
=

[
−0.110334967
0.086419099

]
.



St¡d

∂L

W [2]
= δ[2] · (X [2])T =

[
−0.110335 −0.0524114 −0.0579236
0.0864191 0.0410509 0.0453682

]
.

Zmieniamy wagi W [2], bior¡c wspóªczynnik uczenia c = 0.1,

W̃ [2] = W [2] − c ∂L

W [2]
= W [2] − c

[
−0.110335 −0.0524114 −0.0579236
0.0864191 0.0410509 0.0453682

]
=

[
0.1610335 −0.24475886 0.35579236
−0.45864191 0.54589491 −0.65453682

]
Obliczamy

∂L

X [2]
= (W [2])T · δ[2] =

−0.055438840.07511425
−0.09478965

 .
Pierwsza wspóªrz¦dna (−0.05543884) jest zb¦dna (odpowiada staªemu wej±ciu 1, które
koduje staªy skªadnik) � pomijamy j¡ i otrzymujemy

∂L

a[1]
=

[
0.07511425
−0.09478965

]
. (0.2)

Zauwa»my, »e otrzymali±my analogiczn¡ pochodn¡ jak w (0.1), tylko dla warstwy o jeden
gª¦bszej. Dalej post¦pujemy analogicznie. Konkretnie, domna»amy kolejne elementy ∂L

a[1]

przez warto±ci ϕ′ w punktach net[1], sk¡d otrzymujemy sygnaª delta dla pierwszej warstwy,

δ[1] =

[
0.07511425 · ϕ′(−0.1)
−0.09478965 · ϕ′(0.1)

]
=

[
0.0187316942
−0.023638267

]
.

St¡d

∂L

W [1]
= δ[1] · (X [1])T =

[
0.0187317 0.0187317 0
−0.0236383 −0.0236383 0

]
.

Zmieniamy wagi W [1], bior¡c znowu wspóªczynnik uczenia c = 0.1,

W̃ [1] = W [1] − c ∂L
W [1]

=

[
0.09812683 −0.20187317 0.3
−0.39763617 0.50236383 −0.6

]
.

Dostajemy sie¢ ze zmody�kowanymi wagami W̃ [1] i W̃ [2], powtarzamy. . .

Uwagi:

(1) Gdyby±my mieli gª¦bsz¡ sie¢, to mogliby±my dalej liczy¢

∂L

X [1]
= (W [1])T · δ[1],

pomin¡¢ pierwszy element, aby obliczy¢ ∂L
a[0]

, i byliby±my znowu w sytuacji ana-
logicznej do (0.1) i (0.2). Itd.

(2) Powy»sze równo±ci s¡ przybli»one, mog¡ te» wyst¦powa¢ bª¦dy z ró»nych zaokr¡-
gle« (w obliczeniach zwykle u»ywane byªy dokªadniejsze warto±ci ni» wypisane).

(3) Przy wyborze funkcji ϕ(x) = (1 + e−x)−1 zachodzi, jak ªatwo sprawdzi¢, wzór
ϕ′(x) = ϕ(x)(1 − ϕ(x)). To pozwala wykonywa¢ obliczenia nieco efektywniej,
poniewa» ϕ(x) obliczamy w przej±ciu w przód.

(4) Je±li u»yjemy innej funkcji aktywacji ϕ (ale nie softmax ) i takiej samej funkcji
kosztu, to w powy»szych rachunkach zmieni¡ si¦ oczywi±cie warto±ci ϕ(. . .) oraz
ϕ′(. . .), ale nie b¦dzie innych zmian.



(5) Cz¦sto w ostatniej warstwie u»ywa si¦ do aktywacji funkcji softmax :

ψ(


x1
x2
. . .
xn

) =



ex1∑n
k=1 e

xk

ex2∑n
k=1 e

xk

. . .

exn∑n
k=1 e

xk


.

Poniewa» zale»y ona od caªego wektora net[L−1], tzn. nie jest funkcj¡ na R,
któr¡ nakªadamy tylko na kolejne wspóªrz¦dne, wi¦c sposób liczenia wyj±cia sieci
i wstecznej propagacji w ostatniej warstwie s¡ nieco inne. W przykªadzie powy»ej,
mieliby±my

a[2] = ψ(

[
0.21498751
−0.52997502

]
) =

[
1.2398464
1.828466

0.58861967
1.828466

]
=

[
0.67808
0.32192

]
Je±li dodatkowo u»yjemy entropii krzy»owej jako funkcji kosztu (co zwykle si¦
robi, je±li u»ywa si¦ funkcji softmax ) � w przykªadzie jak wy»ej byªaby to funkcja

Le(y, a
[2]) =

2∑
k=1

−yk log(a[2]k ),

to wówczas powy»sze wzory na uaktualnianie wag pozostan¡ w mocy, je±li zmien-
imy de�nicj¦ δ[2] w nast¦puj¡cy sposób (ale tylko jej, nie delt dla gª¦bszych
warstw):

δ[2] :=

( 2∑
j=1

yj

)
a[2] − y.

W porównaniu do poprzednej de�nicji, nie przemna»amy przez pochodne ϕ′. Uza-
sadnienie tego faktu wymaga powtórzenia oblicze« ∂L

∂W [2] oraz ∂L
∂X[2] ; rachunki s¡

do±¢ »mudne, poniewa» teraz ka»de a
[2]
j zale»y od wszystkich wspóªczynników

macierzy W [2].
W naszym przykªadzie mieliby±my

δ[2] = (1 + 0)a[2] − y =

[
−0.32192
0.32192

]
.

Dalej rachunki przebiegaj¡ tak samo jak poprzednio, jednak poniewa» mamy inn¡
warto±¢ δ[2], wi¦c b¦dziemy otrzymywali inne liczby. Konkretnie, otrzymujemy

∂L

W [2]
= δ[2] · (X [2])T =

[
−0.32192 −0.1529187 −0.1690013
0.32192 0.1529187 0.1690013

]
.

Zmieniamy wagi W [2], bior¡c wspóªczynnik uczenia c = 0.1,

W̃ [2] = W [2] − c ∂L

W [2]
= W [2] − c

[
−0.32192 −0.1529187 −0.1690013
0.32192 0.1529187 0.1690013

]
=

[
0.182192 −0.23470813 0.36690013
−0.482192 0.53470813 −0.66690013

]



Obliczamy

∂L

X [2]
= (W [2])T · δ[2] =

−0.1931520.257536
−0.32192

 .
Pierwsza wspóªrz¦dna (−0.193152) jest zb¦dna (odpowiada staªemu wej±ciu 1,
które koduje staªy skªadnik) � pomijamy j¡ i otrzymujemy

∂L

a[1]
=

[
0.257536
−0.32192

]
.

Zatem

δ[1] =

[
0.257536 · ϕ′(−0.1)
−0.32192 · ϕ′(0.1)

]
=

[
0.06422331
−0.08027913

]
.

St¡d

∂L

W [1]
= δ[1] · (X [1])T =

[
0.06422331 0.06422331 0
−0.08027913 −0.08027913 0

]
.

Zmieniamy wagi W [1], bior¡c znowu wspóªczynnik uczenia c = 0.1,

W̃ [1] = W [1] − c ∂L
W [1]

=

[
0.09357767 −0.20642233 0.3
−0.39197209 0.50802791 −0.6

]
.

przygotowaª Bartek Dyda


