Rozwazamy sie¢ neuronowa, ktora ma L gestych warstw, po nll neuronéow w warstwie
[=1,...L,1ktora przyjmuje wektor z R"". Dla uproszczenia notacji zaktadamy, ze we
wszyskich warstwach uzywamy takiej samej funkcji aktywacji ¢ : R — R.

Niech W bedzie macierza wag w warstwie [, tj.
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Powiedzmy, ze argumentem sieci jest wektor

Propagacja w przdéd (obliczanie warto$ci), krok indukcyjny. Powiedzmy, ze [ €
{0,1,...,L — 1} oraz ze mamy dany wektor
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Wektor zl! jest wiec wektorem al¥ z dotaczona jedynka na poczatku. Obliczamy
neti 1) = i,
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Propagacja w przod (obliczanie wartosci), wyjsécie sieci. Majac dany wek-
tor al’, mozemy stosowa¢ L-krotnie powyzszy krok indukeyjny, aby obliczy¢ kolejno
all;al, . al¥l. Wyjsciem sieci jest ostatni wektor al®. Innymi stowy, rozwazana sieé
neuronowa jest funkcja nastepujacej postaci

R"[O] > a¥ s olt ¢ R”[L].

Funkcja kosztu. Powiedzmy, ze dla 2% obliczylismy al™! jak wyzej, jednak spodziewal-
iSmy sie otrzyma¢ inny wektor, y € R, Zmodyfikujemy wagi za pomoca algorytmu
gradient descent, liczac gradient funkcji kosztu wzgledem wag.

Przyjmijmy, ze nasza funkcja kosztu ma postac
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Najpierw obliczymy
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Powyzsze rownosci bedziemy zapisywac¢ w skrocie tak:
dalll [ B yk} k=1,...nlEl "’ (0-1)
po obu stronach mamy wektor kolumnowy.
Propagacja wstecz, krok indukcyjny. Powiedzmy, ze [ € {1,..., L} oraz ze mamy
dany wektor
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Przypomnijmy, ze zachodzi wzor

E:wdy”

uzywajgc reguty tancucha

k=1,...,nl1
Mozemy wiec obliczyé —2k&
ko.jo

oL 3 a_L aagl

[0
ko,jo k=1,...nll aak awko ,Jo

nli—1]

L] sl
(9 [l] 90 Z wko,J J Ljy = 5k0 Jo

gdzie wektor kolumnowy 6! jest okreslony nastepujaco
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Taka notacja pozwala zapisa¢ w skrocie otrzymane wyzej wzory na pochodne,
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gdzie po obu stronach mamy macierze o nl! wierszach i (nf~" + 1) kolumnach.
Podobnie mozemy tez obliczy¢ % uzywajac reguty tancucha
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Przypomnijmy, ze xyfl]

wektora otrzymujemy

= ayfl] dla 7 > 1, a wiec pomijajac pierwszy element powyzszego
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Propagacja wstecz, podsumowanie. Korzystajac ze wzoru ((0.1)), mozemy zastosowac
krok indukcyjny dla [ = L, otrzymamy pochodne funkcji kosztu po wagach z ostatniej
warstwy oraz %. To pozwala zastosowaé krok indukcyjny dalej, kolejno dla | =
L—1,...,1. W ten sposob otrzymamy pochodne L po wszystkich wagach, co pozwala

zastosowacé algorytm gradient descent.

Funkcja softmax i ,,categorical cross entropy”. W problemach kategotyzacji czesto
uzywa sie w ostatniej warstwie funkcji aktywujacej softmar. Ma ona taka zalete, ze
wowczas wyjscie sieci ma wspotrzedne nieujemne sumujace sie do 1, mozna wiec je in-
terpretowac jako rozktad prawdopodobienstwa. Niestety, funkcja softmax nie wpisuje sie
w ogélny schemat pokazany do tej pory, poniewaz zalezy ona od catego wektora net!™,
konkretnie
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W zwiazku z tym propagacja wsteczna dla ostatniej warstwy bedzie miata inng postac,
ktora teraz znajdziemy. Zalozymy tutaj, ze uzywamy funkcji kosztu categorical cross
entropy, okreslonej nastepujaco
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Zwroémy uwage, ze aLL} > 0, a wiec funkcja ta jest dobrze okredlona. Przypomnijmy, ze
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otrzymujemy taki sam wzor, jak poprzednio:
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Obliczmy jeszcze podobnie
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Otrzymalidémy znowu taki sam wzor jak poprzednio, w notacji macierzowe;j:
oL
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Podsumowujac, zachodzg takie same wzory jak poprzednio, jedli tylko zmodyfikujemy
definicje 51 (tylko dla ostatniej warstwy), przyjmujac (0.2).
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Zobaczmy jeszcze, ze wzor na 6 upraszcza sie, jesli zalozymy, ze ZZ[:L]I yr = 1 (tak
typowo jest w zagadnieniach klasyfikacyjnych). Wowczas
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