
Rozwa»amy sie¢ neuronow¡, która ma L g¦stych warstw, po n[l] neuronów w warstwie
l = 1, . . . L, i która przyjmuje wektor z Rn[0]

. Dla uproszczenia notacji zakªadamy, »e we
wszyskich warstwach u»ywamy takiej samej funkcji aktywacji ϕ : R→ R.
Niech W [l] b¦dzie macierz¡ wag w warstwie l, tj.

W [l] = [w
[l]
k,j]k=1,...,n[l];j=0,...,n[l−1] , l = 1, 2, . . . , L.

Powiedzmy, »e argumentem sieci jest wektor
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.

Propagacja w przód (obliczanie warto±ci), krok indukcyjny. Powiedzmy, »e l ∈
{0, 1, . . . , L− 1} oraz »e mamy dany wektor
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. Kªadziemy x
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j dla j ≥ 1, czyli
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Wektor x[l] jest wi¦c wektorem a[l] z doª¡czon¡ jedynk¡ na pocz¡tku. Obliczamy

net[l+1] = W [l+1]x[l],

oraz

a[l+1] = ϕ(net[l+1]) :=

ϕ( n[l]∑
j=0

w
[l+1]
k,j x

[l]
j )


k=1,...,n[l+1]

.

Propagacja w przód (obliczanie warto±ci), wyj±cie sieci. Maj¡c dany wek-
tor a[0], mo»emy stosowa¢ L-krotnie powy»szy krok indukcyjny, aby obliczy¢ kolejno
a[1], a[2], . . . , a[L]. Wyj±ciem sieci jest ostatni wektor a[L]. Innymi sªowy, rozwa»ana sie¢
neuronowa jest funkcj¡ nast¦puj¡cej postaci

Rn[0] 3 a[0] 7→ a[L] ∈ Rn[L]

.

Funkcja kosztu. Powiedzmy, »e dla x[0] obliczyli±my a[L] jak wy»ej, jednak spodziewal-
i±my si¦ otrzyma¢ inny wektor, y ∈ Rn[L]

. Zmody�kujemy wagi za pomoc¡ algorytmu
gradient descent, licz¡c gradient funkcji kosztu wzgl¦dem wag.
Przyjmijmy, »e nasza funkcja kosztu ma posta¢

L(y, a[L]) =
1

2
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(yk − a[L]k )2.



Najpierw obliczymy
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Powy»sze równo±ci b¦dziemy zapisywa¢ w skrócie tak:
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=
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a
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, (0.1)

po obu stronach mamy wektor kolumnowy.
Propagacja wstecz, krok indukcyjny. Powiedzmy, »e l ∈ {1, . . . , L} oraz »e mamy
dany wektor

∂ L
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.

Przypomnijmy, »e zachodzi wzór
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Mo»emy wi¦c obliczy¢ ∂ L
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gdzie wektor kolumnowy δ[l] jest okre±lony nast¦puj¡co
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Taka notacja pozwala zapisa¢ w skrócie otrzymane wy»ej wzory na pochodne,

∂ L

∂w[l]
= δ[l] · (x[l−1])T ,

gdzie po obu stronach mamy macierze o n[l] wierszach i (n[l−1] + 1) kolumnach.
Podobnie mo»emy te» obliczy¢ ∂ L
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W notacji macierzowej:
∂ L

∂x[l−1]
= (W [l])T · δ[l].

Przypomnijmy, »e x
[l−1]
j = a
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j dla j ≥ 1, a wi¦c pomijaj¡c pierwszy element powy»szego

wektora otrzymujemy
∂ L
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.



Propagacja wstecz, podsumowanie. Korzystaj¡c ze wzoru (0.1), mo»emy zastosowa¢
krok indukcyjny dla l = L, otrzymamy pochodne funkcji kosztu po wagach z ostatniej
warstwy oraz ∂ L

∂a[L−1] . To pozwala zastosowa¢ krok indukcyjny dalej, kolejno dla l =
L − 1, . . . , 1. W ten sposób otrzymamy pochodne L po wszystkich wagach, co pozwala
zastosowa¢ algorytm gradient descent.

Funkcja softmax i �categorical cross entropy�. W problemach kategotyzacji cz¦sto
u»ywa si¦ w ostatniej warstwie funkcji aktywuj¡cej softmax. Ma ona tak¡ zalet¦, »e
wówczas wyj±cie sieci ma wspóªrz¦dne nieujemne sumuj¡ce si¦ do 1, mo»na wi¦c je in-
terpretowa¢ jako rozkªad prawdopodobie«stwa. Niestety, funkcja softmax nie wpisuje si¦
w ogólny schemat pokazany do tej pory, poniewa» zale»y ona od caªego wektora net[L],
konkretnie

a[L] = ψ(net[L]) :=

[
exp(net
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[L]
j )

]
k=1,...,n[L]

.

W zwi¡zku z tym propagacja wsteczna dla ostatniej warstwy b¦dzie miaªa inn¡ posta¢,
któr¡ teraz znajdziemy. Zaªo»ymy tutaj, »e u»ywamy funkcji kosztu categorical cross

entropy, okre±lonej nast¦puj¡co

L(y, a[L]) = −
n[L]∑
k=1

yk log(a
[L]
k ) = −

n[L]∑
k=1

yk

net[L]k − log(
n[L]∑
j=1

exp(net
[L]
j ))

 .

Zwró¢my uwag¦, »e a
[L]
k > 0, a wi¦c funkcja ta jest dobrze okre±lona. Przypomnijmy, »e
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Kªad¡c
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otrzymujemy taki sam wzór, jak poprzednio:
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Obliczmy jeszcze podobnie
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Otrzymali±my znowu taki sam wzór jak poprzednio, w notacji macierzowej:

∂ L

∂x[L−1]
= (W [L])T · δ[L].

Podsumowuj¡c, zachodz¡ takie same wzory jak poprzednio, je±li tylko zmody�kujemy
de�nicj¦ δ[L] (tylko dla ostatniej warstwy), przyjmuj¡c (0.2).

Zobaczmy jeszcze, »e wzór na δ[L] upraszcza si¦, je±li zaªo»ymy, »e
∑n[L]

k=1 yk = 1 (tak
typowo jest w zagadnieniach klasy�kacyjnych). Wówczas

δ[L] =
[
a
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.
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