Rozwigzania zadan am 1

Monotonicznosé ciggow

Zadanie 1

Sprawdz, czy ciag a, = vn + 7 — v/n + 2 jest monotoniczny.

Rozwigzanie

W wielu zadaniach z réznica pierwiastkéw pomaga pomnozenie i podzielnie przez
sprzezenie. Nie inaczej jest w tym zadaniu. Ani w tym miejscu, ani w dalszej czesci,
nie bede pisal calego rachunku, ktérego schemat przedstawie przed wlasciwym

rozwigzaniem
W= VOWPEVD - p—q
VPV = NGESNG RV EN

W przypadku pierwiastkéw trzeciego stopnia mamy

p—4q

ypa+ Ve

%_wzw_i_

Wracamy do zadania.

s ) —(nt2) 5
an =Vn+7-+v +2—\/n+7+\/n+27\/n+7+\/n+2

i widaé, ze ciag jest malejacy (licznik jest staly, a mianownik ro$nie wraz z n).

Zadanie 2
Wykazaé¢ monotoniczno$é ciagéow: a, = /5% + 1, b, = /5" — 1.

Rozwiazanie

Wykorzystamy dwa fakty:

r>1 = "Wr<{r

O<r<1 = ""r>r

Jak to uzasadni¢? Zajmijmy sie pierwszym faktem. Zalézmy, ze jest odwrotnie, a
mianowicie, ze dla pewnego r > 1, "*/r > {/r. Podnoszac obie strony do potegi
n(n + 1) otrzymujemy " > r"*1 skad 1 > r wbrew zalozeniu.

Podobnie dowodzimy drugi fakt. Dodam, ze nie wymagam takich rozwazan.
Jestedmy gotowi do rozwigzania zadania.

an+1 _ n+1/5n+1 + 1 _ 5 n-‘-l/1 + 5_n_1
<5145 1 <5y1+5=35n+1=aq,.
bpy1 = "VEM —1=5"R/1 - 51
>531—5"1>5{1—5"n=35n+1=0,.

Odpowiedz. Ciag a, jest malejacy, a ciag b, rosnacy.




Zadanie 3

Zbadaé¢ monotonicznosé ciagu a, = n/(n? + 1).

Rozwigzanie

W wielu przypadkach rachunek mozna zapisa¢ w uporzadkowany sposéb badajac
roznice kolejnych wyrazoéw ciagu.

n+1 n (n+1)(n?+1) —n(n?+2n +2)
a —ap = — =
T T a2 n2 41 (n2+2n +2)(n® + 1)
(n3+n?+n+1)— (n3+2n? + 2n) —n?—n+1
= = <07 7121.
(n?+2n+2)(n?+1) (n?+2n+2)(n?2+1)

Whiosek. Rozwazany ciag jest malejacy.

Zadanie 4

Zbadaé monotonicznosé ciagu a, = n?/2".

Rozwiagzanie

(n+1)?2 n* (+1)?-2n2 —n?+2n+1 2—(n—1)?

ontl  9n on+1 - on+1 - on+1

Up4+1 — An =

Widzimy, ze ciag jest malejacy poczawszy od n = 3.

Zadanie 5

Zbadaé monotonicznosé ciagu (**)4~"/n.

Rozwigzanie

W zadaniach, w ktorych wystepuja potegi i silnie, wygodnie jest badaé iloraz
kolejnych wyrazéw ciagu.

n\ n! _(2n\ v (2n)! /n
k) T km—rr T\ n)an T a4

. <2”+2>m (2n+1)-(2n+2)-(20)! Vatl

n+1) 4ntl (n+1)-nl-(n+1)-n! 4.47"°

ang1 _ (2n+1)-2n+2) Vn+1 n?+n+1/4 -
an (n+1)-(n+1) 4y/n Vn?+n ’
€O oznacza, ze cigg jest rosnacy.
Prosze zastanowi¢ sie nad ostatnig réwnoécia!

Zadanie 6

Na koniec co$ latwiejszego.
Zbadaé¢ monotonicznosé ciagu a,, = n!/n".

Rozwigzanie

 (n+D! nln” 1

a wiec mamy cigg malejacy.



Granice ciggéow
Pewne granice uzasadniamy bezposrednio z definicji:
1—1, 1/n—0, 1/y/n—0, 1//n—0.

Wszystkie zadania proponowane studentom pwr mozna rozwiagzac stosujac dwa twierdzenia.

Twierdzenie o arytmetyce granic
Zalézmy, ze a, — a, b, — b. Wtedy
o Ca, — Ca
o an+b, >a+bd
e apb, — ab
o ap/b, —a/b,oileb, #0ib#0

o {/a, — ¥a. Dla parzystych k trzeba zalozy¢, ze a,, > 0.

Twierdzenie o trzech ciggach

Jeslia, <b,<cp,ia,—g, by > g,toc, —g.

7 Twierdzen tych wynika, ze
o Jeslia>0,to {Ya—1
e Un—1
o Jedli [p| < 1, to p™ — 0, ogdlniej nFp™ — 0

Dowody tych trzech faktéw sg trescia zadan 21, 22, 23.

Dowodéw tych nikt nie wymaga od studentéw.

Dodatkowo dowodzi sig, ze ciag (1 + 1/n)™ jest zbiezny. Jego granice oznacza si¢
litera e. Wykorzystuje sie tez troche ogdlniejszy fakt: (1 + a/n)" — e®.

Zadanie 7
(n+1)2n+1)(3n+1)
(n+1)(n+2)(n+3)

Oblicz granice ciagu

Rozwiazanie

(n+1)2n+1)Brn+1) 6n*+11ln*+6n+1 6+ 11/n+6/n*+1/n?
(n+1)(n+2)(n+3)  n3+6n2+1ln+6 1+6/n+11/n2+6/n

Kluczowym przeksztalceniem jest podzielenie licznika i mianownika przez n>.

W ostatnim kroku wielokrotnie stosujemy twierdzenie o arytmetyce granic.

Alternatywne rozwigzanie

(n+1)2n+1)Bn+1)  (1+1/n)(2+1/n)(3+1/n) .8
m+Dn+2)(n+3)  (14+1/n)(1+2/n)(1+3/n) ‘




Zadanie 8

Oblicz granice ciagu ;?ZI;ZZ
Rozwigzanie

P ESn e el
Zadanie 9

Oblicz granice ciaggu v/n +7 —+/n + 3.

Rozwiagzanie

Mnozymy i dzielimy przez sprzezenie (sprzezeniem sumy jest réznica i odwrotnie).

_ (n+7)—(n+3) 4
\/n+7_\/n+3_\/n+7—\/n+3_\/n+7+\/n+3_>0'

Dlaczego zero?
4 1 4 S0
Vi+T+vn+3 Vo J1+T7/n+/1+3/n ‘
Mozna tez powolaé sie na twierdzenie o trzech ciagach

4
0< < —=
Vn+T+vn+3 n

Wydaje sie jednak, ze tltumaczenie mozna $miato pominac.

— 0.

Zadanie 10

Oblicz granice ciggu /n +5 — /n + 2.

Rozwiagzanie

3 3 o (n+5)_(n+2)
= e St ) + VT D)
3

T YA+ Y512 + Ynt 272 -0

Zadanie 11

Oblicz granice ciagu vn2 + 7n +3 — v/n2 + 3n + 1.

Rozwiazanie

N2+ +3)— (n2+3n+1)

VnZ+Tn+3+vn2+3n+1

_ dn + 2 _ 442/n g
V2 4+ +3+vVn2+3n+1  V1+T7/n+3/n%2+/1+3/n+ /n?

Vn2+mn+3—vVn2+3n+1=

Zadanie 12

Oblicz granice ciagu /9" + 3" + 1 — /97 + 27 + 1.



Rozwigzanie

(9" 43" +1) — (9" + 2" + 1)

9" +3+1 -V 20+ 1=
v v VO 31+ 1+ +2n 4 1

B 3n _on B 1—(2/3)"
VI3 1+ 2+ 1 I 137+ 1/9" + 1+ (2/9)" + 197
Zadanie 13
/2 _
Oblicz granice ciggu w
vn?+3-—n
Rozwiazanie
2 2
5) — 5
n2+5—n:(n+) o ,
Vn2+5+n  Vn?+5+n
5 (n? + 3) — n? 3
n“+3-—n= = .
vn?+3+n  Vn?+3+n
Dlatego
n*+5-n _5 vn*+3+n 5 1+3/n*+1 53
n?2+3-n 3 Vvn?4+5+n 3 14+5/n?+1 '
Zadanie 14
3 7 5n+3
Oblicz granice ciagu <3Z i 4) .
Rozwigzanie
(1 N 7 )Sn
(3n + 7)5”+3 _ (Bn + 7)3 . 3n) ., 57/3-54/3 _ 5
3n+4 3n+4 ( 4 )5” '
14—
3n
Zadanie 15

1 n

)
1\" 1\"

(1—) -(1—}—) —eltie=1.
n n

Wykorzystujemy nieréwno$é Bernouliego i twierdzenie o trzech ciggach.

1\"
1>(1—-——
> (1-3)

Oblicz granice ciagu <1 —

Rozwiazanie

(%)

Elementarne rozwigzanie

1
>1———=1
n

—1/2.



Zadanie 16

V8 -1

Vi-1

Za pierwsze 7 dobrych rozwigzan wpisuje + (dotyczy réwniez drugiej grupy).
Prosze pracowaé samodzielnie ¢ nie odbieraé szansy innym.

Oblicz granice ciagu

Zadanie 17
Oblicz granice ciagu /7" + 3™.

Rozwigzanie

Typowe zadanie na twierdzenie o trzech ciggach.

7= <Y< V2T =72,

77, 732 — 7. Dlatego V7" +3" — 7.

Inne rozwiazanie

l1<a= ¥a<a.

T /T3 =T+ 3/ <71+ (3/T)"] = T.

Granica jest liczba 7.

Zadanie 18

Oblicz granice ciagu /7" — 3™.

Rozwiazanie

0<a<l= ¥a>a.

7> YT 3 =T1— (3/T)" > 7[1— (3/7)"] - 7.

Granica jest liczba 7.

Zadanie 19
Oblicz granice ciggu v/n? + 3.
Rozwiazanie
3=3" < VUnd+3n < V20330 =3Y2(/n)® — 3.

Dlatego granica jest liczba 3.

Zadanie 20

2
Oblicz granice ciagu (cosn) .
n



Rozwigzanie

cosn\? 1 . . . .
0< < ) < — — 0, a wigc granica rozpatrywanego ciagu jest zero.
n n

Na zakonczenie dowody trzech granic ze wstepu. W kazdym dowodzie korzystamy

z twierdzenia o trzech ciggach.

Zadanie 21

Udowodnij, ze n?/2" — 0.

Dowé6d

Dla n > 3 mamy

2" = (141)" = <g>+<’1‘>+

0<n2/2“§n(n_1)(n_2) — 0.

Zadanie 22
Udowodnij, ze /7 — 1.

Dowdd

srednia geometryczna < S$rednia arytmetyczna,

T+1+414--41 T+n—1
1< 7=V 11 1< il _fEnmly

n n

gdzie wstawiliSmy n — 1 jedynek, aby mieé¢ n elementéw.

Zadanie 23
Udowodnij, ze {/n — 1.

Dowéd
Srednia geometryczna < S$rednia arytmetyczna,

1< Yn= T\/\/ﬁ.\/ﬁ.l,lml< vntyntl4l4---41 2yn+n—2

n n
gdzie wstawiliémy n — 2 jedynek, aby mie¢ n elementow.

-1

Dwa ostatnie dowody mozna znalezé w Wikipedii.

Wszystkie ciagi z zadan miaty granice. Ciag, ktéry nie ma granicy jest nieograniczony
lub posiada dwa podciagi zbiezne do réznych granic. Rozwaza si¢ tez ciagi, ktore nie maja
granicy, ale maja granice niewlasciwe. Ten temat tez zostal pominiety.



Granice funkcji

Méwimy, ze g jest granica funkcji f w punkcie p, jesli dla kazdego ciagu x,, zbieznego
do p, o wyrazach réznych od p, granica ciagu f(x,) jest g.

Piszemy: f(x) — ¢ przy « — p lub lim,_,, f(z) = g.

Aby mozna bylo méwi¢ o granicy w punkcie p, w dowolnie malej odleglosci od p powinien
znalez¢ sie jaki$ punkt dziedziny funkcji rézny od p.

Obliczmy granice funkcji f(z) = 323 + 5z + 7 w punkcie p. Wezmy dowolny cigg
Tn — P, Tn # p. Na podstawie twierdzenia o arytmetyce ciaggéw mozemy napisaé

fzn) =323 + 52, +7 — 2p* +5p + 7.

Rachunek sugeruje, ze w przypadku funkcji mamy odpowiednie twierdzenie
o arytmetyce granic funkcji i twierdzenie o trzech funkcjach.

W rozwazanym przykladzie f(x) — f(p). W takim przypadku méwimy, ze funkcja
f jest ciagla w punkcie p. Jesli tak jest w dowolnym punkcie dziedziny, to méwimy,
ze mamy funkcje ciagla (tak jest w rozwazanym przykladzie).

Funkcje elementarne sa ciagte.

Jak wiec uktadane sa zadania, aby nie bylo tatwo? Po prostu punkt, w ktérym
szukamy granicy, lezy poza dziedzing funkcji lub funkcja w takim punkcie
definiowana jest w jaki$ odmienny sposéb. Bywa tez, ze funkcja po obu stronach
rozwazanego punktu definiowana jest innymi wzorami.

Zadanie 24

3271
3;2 — 9 w punkcie 3.

Oblicz granice funkcji f(x) =

Rozwigzanie

Nie mozemy oczywiscie podstawi¢ x = 3 bo bedziemy mieli dzielenie przez zero.

23 -27 (z-3)(2*+32x+9) 2?4+3z+9
— — = —9/2 — 3.
1@ =7y (z —3)(z +3) T+ 3 /2 przy @

Zadanie 25

Vhr +1—+2x+1
- )

Oblicz granice lir%
T—

Rozwigzanie

Vor+1—-+2x+1  (be+1)—(2z+1)
x x(VBr+1+2x +1)

B 3

Vb 1422+ 1

— 3/2 przy = — 0.



Zadanie 26

Vi VT

Oblicz granice lim1 1
T— —

Za pierwsze 7 dobrych rozwigzan (bez Hospitala) wpisuje +.

Podobnie, jak w przypadku granic ciagdw, studenci poznaja kilka granic funkcji,
ktére pdzniej moga wykorzystywaé w zadaniach.

sin x

— 1 przy ¢ — 0.

— 1 przy  — 0.

In(1
. M—>1p1rzyx—>0.
x

Geometryczny dowdd pierwszego faktu nie jest trudny, uzasadnienie pozostalych
dwdéch granic zwykle sie pomija.

Zadanie 27
2sinx — sin 2
Oblicz granice lim w
z—0 x
Rozwiazanie

2sinx — sin 2% 2sinx — 2sinx cosx 9 sinx 1-—cosx
. . 5

3 3 T T

(sinx>3 2 1 50
= . IZy X .
T 1+ cosx przy

Zadanie 28

Oblicz granice lim e~/ v
z—0

Rozwigzanie

Oj, tu chyba trzeba wykorzystaé¢ nieznang nam nieréwnosé: et > 1 +¢.

2 /2 1 z?
t=1/2%, V" >141/2% 0<e '/ §1+1/x2:1+x2_>0 przy = — 0.

7 twierdzenia o trzech funkcjach wynika, ze szukana granica jest zero.

Twierdzenie Bolzano

Zalozmy, ze f jest funkcja ciagla okreslona na przedziale [a,b] oraz f(a) < 0 < f(b).
Wtedy f(c) =0 dla pewnego ¢ € (a,b).

Zadanie 29

2

Pokaz, ze réwnanie cos z = x* ma rozwiazanie.



Rozwigzanie

Rozpatrujemy funkcje f(z) = 22 — cosx, Funkcja f jest ciggla,
f(0)=-1<0, f(r/2) = (7/2)? > 0. Zatem f(x) = 0 dla pewnego x € (0,7/2), co
oznacza, ze réwnanie cos z = 22 ma rozwiazanie, a nawet wiecej: jedno z rozwigzan
nalezy do przedziatu (0,7/2).

Asymptoty funkcji
Prosta y = ax + b jest asymptota funkcji w oo, jesli f(x) —ax —b — 0 przy z — oo.

Podobnie definiujemy asymptote w —oo.
Mamy jeszcze asymptoty pionowe, o ktérych tu jednak nie bede pisat.
Parametry a,b asymptoty w oo mozemy znalezé obliczajac granice

a :zlgrgo fgj), b:mlbnéo[f(x) — ax].

Podobnie znajdujemy parametry asymptoty w —oo.
Funkcja moze nie mie¢ asymptot.

Zadanie 30
2% + 5z

Wyznacz asymptoty funkcji f(z) = 20wt
T T

Rozwiazanie
Wystarczy wykonaé dzielenie wielomianow.

23 + 5a? + 8xr+ 6 8xr+ 6
ot _ :
242 +2 24+x+2 224x+2

— 0 przy x — +oo.
Dlatego asymptota funkcji f w +00 1 w —oo jest prosta y = x + 3.

Rozwigzanie standardowe

. flx) ) 23 + 5x?
a= lim — = lim ———F—= =1,
z=00 g z—oo x(x? 4 22 + 2)
z3 + 5a? 3x? — 5w

b=t = e T T s

Dlatego asymptota funkcji f w oo jest prosta y = = 4+ 3. Podobnie znajdujemy
asymptote w —oo.

Zadanie 31

Wyznacz asymptoty funkeji f(z) = tanhx.

Rozwigzanie

et —e T 1l—e %

f(x) = — = )
e +e* 14e2®

Oznacza to, ze y = 1 jest asymptota funkcji f w +oo.

Podobnie, y = —1 jest asymptota funkcji f w —oo.

— 1 przy = — oo.

10



Zadanie 32

Wyznacz asymptoty funkeji f(z) = Incosh x.

Rozwigzanie

fla)=In % =e’(1+e)/2=2 -2+ In(l+e %),

In(1+e %) =0 przy = — oo.
Dlatego prosta y = x — In 2 jest asymptota funkcji f w +oo.

et +e %

5 =Ine *(1+e*)/2 = -z —In2+In(1 + **),

f(z) =1In

In(1+e**) = 0 przy = — —oo.

Dlatego prosta y = —x — In 2 jest asymptota funkcji f w —oo.

Zadanie 33
Wyznacz asymptoty funkeji f(z) = v922 + 30z + 29.

Rozwigzanie
9224302429 = (32+45)%+4, co sugeruje, ze asymptota w +oo jest prosta y = 3x+5.
Faktycznie

4
V922 4+ 302 + 29— (3x +5) = — 0 przy = — oo.
V922 + 30z +29+3x+5

Podobnie mozemy sprawdzi¢, ze asymptota w —oo jest prosta y = —x — 3.
Oczywiscie, parametry asymptot mozemy znalezé obliczajac odpowiednie granice.

Zadanie 34
Wyznacz asymptoty funkcji f(z) = In(2 + 3e** 4 5¢~7%).

Rozwigzanie
Wykonamy operacje, ktora studenci lubia najbardziej, czyli wyciaganie.
f(2) =In(2 + 3" + 5e77) = In3e?[(2/3)e ™ 4+ 1 + (5/3)e~ 7]
=4x +1n3 +1n[(2/3)e ™ + 1+ (5/3)e 117,
(2/3)e™1% + 14 (5/3)e 1% = 1 przy = — oo,
In[(2/3)e™ 4+ 1+ (5/3)e 1% = 0 przy = — oo.
Dlatego asymptota funkcji f w +oo jest prosta y = 4x + In 3.
f(x) =In(2 4 3™ 4 5e7 ™) = In5e”"[(2/5)e™ + (3/5)e'® 4 1]
= Tz +1In5+1n[(2/5)e™ + (3/5)e!™ 4+ 1],
In[(2/5)e™ + (3/5)e!'® +1] = 0 przy z — oo.

Dlatego asymptota funkcji f w —oo jest prosta y = —7x 4+ In 5.
Pominiete tematy: asymptoty pionowe i granice niewladciwe funkcji.

11



Pochodne

Zakltadamy, ze funkcja f jest okreslona w pewnym otoczeniu punktu xz. Pochodna
funkcji f w punkcie z definiujemy réwnowaznymi wzorami

) -t LO I S @)

t—x t—x h—0 h

)

o ile te granice istnieja.

Jedli funkcja f ma pochodna w punkcie x, to méwimy, ze funkcja f jest rézniczkowalna
w punkcie z. O funkcji rézniczkowalnej w kazdym punkcie dziedziny méwimy, ze
jest rézniczkowalna.

Pochodna funkcji stalej jest zero, pochodna funkcji f(x) = ax + b jest a.

Zadanie 35

Oblicz bezposrednio z definicji pochodng funkcji f(z) = z°.

Rozwigzanie

Pochodng policzymy korzystajac najpierw z pierwszego wzoru, a potem z drugiego.
Wzory sa rownowazne, jednak podpowiadaja inny sposéb liczenia.

5 b
() = lim = lim (t* + P2 + t22” + t2® + 2) = 52t
toz t—x t—x
h 5 _ .5
(z%) = lim @Hh)P o lim (524 + 102°h + 10222 + 5zh3 + h) = 54,
h—0 h—0
Zadanie 36

Oblicz bezposrednio z definicji pochodna funkcji f(z) = /.

Rozwiagzanie

Vit — 3 1 1
(%)’:limwzlim S — = .
t—wzr t—=x t—x /2 + St + N 2 3/ 22

Zadanie 37

Oblicz bezposrednio z definicji pochodna funkcji f(x) = sinx.

Rozwiazanie

Skorzystamy ze wzoru

. . . a—b a+b
sina —sinb = 2 - sin - €O .
2 2
(sinz)’ = lim sin(z + h) —sinx — lim 2 -sin(h/2) - cos(x + h/2) = cost.
h—0 h h—0 h

Zadanie 38

Oblicz bezposrednio z definicji pochodna funkcji f(x) = e”.

12



Rozwigzanie

. eac—f—h —eT ] eh -1
(€*) = lim ————— = ¢” lim =e”,
h—0 h h—0 h

gdzie skorzystaliSmy z nieudowodnionego faktu podanego wczesniej.

Twierdzenie

Funkcja f rézniczkowalna w punkcie x jest ciagta w punkcie z.

Dowé6d
£ = £@) + e - 1) LOZIE L pay 0 pa) = p@) pray o
Podstawowe pochodne
e (29 = qzo?
e (%) =¢®
e (Inz) =1/ Podstawowe wzory
e (sinz) = cosz « (Cf) =Cf', C oznacza stala
e (cosz) = —sinz e (f+9)'=f+4
. (arcsinx)’:# s (f9)' =Ffg+td
\/11_7 . (f/9) =(f'9-fd)]g?
+ (arctan)’ = 3= . [flg@)) = F(9(@) - ¢/ (@)

Powyzsze pochodne i wzory ogoélne pozwalaja obliczyé¢ pochodna dowolnej funkcji
elementarne;j.

Dwa dowody

Dla czytelno$ci wzory napisalem bez wpisywania argumentéw funkeji i bez koniecznego
komentarza. Dla przykladu podam pelne sformutowanie oraz dowody dwdch
podpunktow.

Jedli funkcje f i g sa rézniczkowalne w punkcie z, to funkcje: f + g i fg sa
rézniczkowalne w puncie x oraz zachodza réwnosci:

[f(@) + 9(@)] = f'(2) + ¢'(x), [f(2)g(@)]" = f(2)9(z) + f(2)g ().

Dowody.
1) (0]~ 1) 9] _ 100 = 162) 90 =50) , ) ) g ¢,
F(t) — F@)ge)
t—x
OO )4 5wy T ZID L payg(a) + fladg @) pray o w

13



Zadanie 39
Oblicz pochodne funkcji y = Va2, y = (sinz + cosx)e®, y =z/(1+ 22).

Rozwigzanie
(@*Va) = (2°%) = (5/2)2 = (5/2)a\/x,
[(sinz + cosz)e”]’ = (cosx — sinx)e” + (sinx + cosx)e” = 2(cosx)e”,

[2/(1+2%)]) = [(1 +2®) — 2(22)]/(1 +2*)* = (1 = 2%)/(1 + 2°)%.

Zadanie 40

Oblicz pochodne funkcji y = In(1 + 22), y = sin e’

Rozwigzanie

2x
(14 2?) = :
r U2 =105

[sine® ]’ = (cose® (") = (cose” )e* (z2) = 2z(cose® )e® .

In(1+2%)] =

Byé moze rézniczkowanie (znajdowanie pochodnej) funkcji zlozonej jest najtrud-
niejsza rzecza przy rozniczkowaniu. Jak ktos§ potrzebuje, moze uzyé¢ dodatkowej
litery

[f(g(@))]' = f'(y)g'(x), gdzie y = g(x),

Przyktad

ST = fg(2), fly)=¢Y, y=g(z)=sinz, f(y)=¢€’, ¢(z)=cosz,

N .
() = eY cosx = €M7 cos z.

Zadanie 41

Znajdz pochodna funkeji f(x) = Inx zakladajac, ze funkcja ta jest rézniczkowalna.

Rozwigzanie

O istnieniu pochodnej méwi odpowiednie twierdzenie, nie chcialtbym jednak
rozszerzac i tak przydlugiej teorii.

Zadanie 42

Znajdz pochodna funkcji f(z) = arctan = zakladajac, ze funkcja ta jest rézniczkowalna.

Rozwiazanie

(tanz) = 1 + tan? z,
1

z = tan(arctanz), 1= [l 4 tan®(arctanz)](arctanz)’, (arctanz) = T2
x

Zadanie 43

Znajdz pochodna funkcji f(z) = arcsin x zakladajac, ze funkcja ta jest r6zniczkowalna.
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Rozwigzanie
1
V1—z2

r = sin(arcsinz), 1 = cos((arcsinz)(arcsinz)’, (arcsinz)’ =

Styczne

Spéjrzmy na wykres funkcji rézniczkowalnej f.
Prosta przechodzaca przez dwa rézne punkty (p, f(p)), (¢, f(t)) opisana jest wzorem

_ - 1)
y—ﬁ(m—p)—kf(p).

W granicy t — p uzyskujemy prosta zwana styczna
y=f'(p)(x—p)+ fp)

Zadanie 44

Napisz réwnanie stycznej do wykresu funkeji f(x) = 23 w punkcie (2,8).

Rozwigzanie

flx) =23 fl(z)=32% f(2)=8, f(2)=12, styczna:y=12(x —2) +8.

Zadanie 45

Styczna do hiperboli xy = 1 w punkcie (p,1/p), p > 0, wycina z pierwszej ¢wiartki
uktadu wspotrzednych pewien trojkat. Oblicz jego pole.

Rozwigzanie
1 z 2

1
f(x)=1/z, styczna:y=—-——(z—p)+—-=—— + —.
(z) =1/ pQ( ) PR R

Styczna przecina osie wspélrzednych w punktach: (0,2/p) , (2p,0). Dlatego szukane
pole réwne jest 2. Ciekawostka jest, ze pole nie zalezy od wyboru punktu stycznoéci.
Zadanie 46

Znajdz punkt przeciecia stycznych do paraboli y = 22 w punktach (a,a?), (b,b?).
Zakladamy, ze a < b.

Rozwigzanie
f(2) =%, f(z) = 2.
Roéwnania stycznych:
y = 2a(x —a) + a® = 2ax — a®, y = 2bx — V7.
Punkt przeciecia stycznych:

a+b

2ax —a® =2bx —b%, V> —a®>=20b—a)zr, == 5

y = ab.

Zadanie 47

Wyznacz styczne do paraboli y = 2 przechodzace przez punkt (4,15).
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Rozwigzanie

Styczna w punkcie (p, p?) opisana jest réwnaniem y = 2px — p?.

Dla jakich wartosci p punkt (4,15) lezy na prostej y = 2px — p*?
15=2p-4—p%, p>—8+15=0, p=3 lub p=5.

Roéwnia stycznych:
y=>06x—9, y=10z — 26.

Twierdzenie o wartosci Sredniej

Jesli w otoczeniu punku x funkcja przyjmuje wartosci nie mniejsze od wartosci w
punkcie x, to powiemy, ze w punkcie z funkcja ma minimum lokalne.

Podobnie definiujemy maksimum lokalne.

Minima i maksima lokalne nazywa sie ekstremami lokalnymi.

Twierdzenie
Jedli funkcja f okreslona w pewnym otoczeniu punktu « i rézniczkowalna w punkcie
z ma ekstremum lokalne w punkcie z, to f'(z) = 0.

Dowé6d

Przyjmijmy, ze rozwazane ekstremum, to minimum. Dla maksimum dowdd jest
podobny. Dla odpowiednio malych h mamy f(x + h) > f(x), a wiec

flz+h) - f(x) flz+h) - f(x)
h h

>0 dla h>0, <0 dla h<0.

Wynika stad, Zze granica prawostronna jest nieujemna, a lewostronna niedodatnia.
Wiemy, Ze granica istnieje, zatem musi by¢ réwna zero.

Uwaga

Podobnie mozemy pokazaé, ze funkcja rosnaca (niemalejaca) ma nieujemna pochodna,
a funkcja malejaca (nierosnaca) niedodatnia.

Twierdzenie Weierstrassa

Funkcja ciggta okreslona na przedziale domknietym jest ograniczona i przyjmuje
swoje kresy.
Gdzie wérdd zadan umieéci¢ dowdd tego wspanialego twierdzenia?

Twierdzenie Rolla

Jedli funkcja ciagla f na odcinku [a, b] jest jest rézniczkowalna na odcinku (a, b)
i f(a) = f(b), to f'(c) = 0 dla pewnego ¢ z odcinka (a, b).

Dowéd

Jesli funkcja jest stala, to w kazdym punkcie odcinka (a, b) ma pochodna réwna zero.
W przeciwnym razie, gdzie$ pomiedzy a i b funkcja przyjmuje warto$¢ najwieksza
badZ najmniejsza (to wynika z twierdzenia Weierstassa). W kazdym przypadku
pochodna w takim miejscu réwna jest zero.
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Twierdzenie Lagrange’a o wartosci sredniej

Jesli funkcja ciaglta f na odcinku [a,b] jest rézniczkowalna na odcinku (a,b), to
f(b) — f(a) = (b—a)f'(c) =0 dla pewnego ¢ z odcinka (a, b).

Dowdéd

Rozwazmy funkcje

hx) = [f(x) = f(a)](b—a)+[f(0) = f(a)|(b—=), h(a) = h(b) = [f(b) = f(D)](b—a).
Dlatego dla pewnego ¢ z odcinka (a,b)

0="1(c) = f()(b—a) = [f(b) = fla)], czyli f(b)— f(a)=(b—a)f(c).

‘Whioski

Zakladamy, ze funkcja f jest okreslona i rézniczkowalna na pewnym przedziale.
o Jedli f/(x) =0 dla kazdego z, to funkcja f jest stala
o Jedli f/(x) > 0 dla kazdego z, to funkcja f jest rosnaca

o Jedli f/(x) < 0 dla kazdego z, to funkcja f jest malejaca

Dowé6d

flx) =0, f(b) = fla)=(b—a)f'(c) =0, [f(b)=fl(a),
fi@) >0, a<bd, f(b)=fla)=(b-a)f'(c)>0, f(b)>f(a),
fl@) <0, a<b, f(b)—fla)=(b—a)f(c)<0, f(b)<f(a).

I to jest podstawa do badania monotonicznoéci funkcji przy pomocy pochodnych.

Zadanie 48

Okredl przedzialy monotonicznosci funkeji f(x) = 23 — 3z.

Rozwigzanie
fl(x) =322 —=3=3(2*-1), f'(x)=0dlaz==+I,
fi(x)>0dlaz € (—oc0,—-1)U(1,00), f'(z)<0dlaxe(—1,1).

Funkcja rosnie na przedzialach: (—oo, —1], [1,00), a maleje na przedziale [—1,1].
W punkcie 1 funkcja ma minimum lokalne, a w punkcie -1 maksimum lokalne.

Zadanie 49

Znajdz najwigksza wartos$é funkcji f(x) = z/r x> 0.

Rozwigzanie
_Inz _1—-Inz

f@) =2 =e"@) nz)="—"=, W(z)= ,

x x?
h'(e) =0, h'(z)>0 dla z<e, h(z)<0 dla = <e,

h(z) < h(e) =1/e, f(z) < f(e), z'/® < Ve

Wrynika stad, ze v/3 > v/4 > /5 > - - -, co mozna jednak wykazaé zupelnie
elementarnie. Dodam, ze 1 < v/2 < 3.
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Zadanie 50
Wykaz, ze e > 1+ x.

Dowéd
Rozwazamy funkcje f(x) =e* — 1 — .

fllz)y=¢€e"=1, f/(0)=0, f(z)<0dlaz<0, f(z)>0daz>0.
Whiosek: funkcja przyjmuje warto$¢ najmniejsza w punkcje z = 0, czyli

f(x) > f(0), e —2—1>0, e*>1+ux.

Zadanie 51

Wykaz, ze Inzx < x —1dla z > 0.

Dowdod

Rozwazamy funkcje f(x) =Inx —z + 1.
flx)=1/z -1, f/(1)=0, f(z)>0,jeslio<z<1, f(z)<0daz>1.
Whiosek: funkcja przyjmuje wartos¢ najwieksza w punkcje © = 1, czyli
fle) < f(1), mz—2+1<0, lnzx<z-1

Dwa nastepne zadania beda nieco trudniejsze.

Zadanie 52

5

Pokaz, ze x°e™* — 0 przy x — oo.

Dowéd
£>0, ®>1+z, /">1+z/n, > (1+z/n)".

Zalozenie x > 0 wykorzystaliSmy w ostatnim kroku, gdy podnosiliSmy obie strony
nieréwnosci do n-tej potegi.

0

0< 5—3}<7
T = 0 a/6)0

— 0 przy x — oo.

Zadanie 53
|
Pokaz, ze N 0 przy = — oo.
x

Dowé6d

1 1 2
z>1, lmr<z-1<uzx, %zln\/}<\/§, O<H<——>O przy x — oo.
x T

NG

Zadanie 54

Znajdz najwieksza i najmniejsza wartosé funkeji f(r) = 32* — 423 na odcinku [-1,2].
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Rozwigzanie

Rozwazana funkcja jest ciagla, wiec zgodnie z twierdzeniem Weierstassa powinna w
pewnym punkcie odcinka [-1,2] przyjmowaé warto$é¢ najwieksza. Moze sie to zdarzy¢
na koncu odcinka lub wewnatrz odcinka. W tym drugim przypadku w takim punkcie
pochodna bedzie réwna zero. Podobnie bedzie z wartoscig najmniejsza. Wystarczy
wiec poréwnaé wartosci na koncach odcinka oraz w punktach, w ktérych pochodna
przyjmuje wartosé zero.

f(x) =32 — 42, f(z) = 122%(z — 1).
f(x)=0&2=0 lub z=1.
f(=1)=17, f(0)=0, f(1) =-1, f(2)=16.
Najmniejsza wartoscia funkeji f na odcinku [-1,2] jest -1, a najwieksza 16.
Wzér ’Hospitala

Niech f, g beda funkcjami rézniczkowalnym, ¢'(x) # 0, dla x # a,

o /()
Jesli f(x) -0, g(x)— 0, 7 () — g, przy x —p,
to /(@) — g, przy T —p.
9(x)

Twierdzenie mozna sformutowaé¢ ogélniej, czego tu nie bede robit. Dowdd twierdzenia opiera
sie na niewielkim uogdélnieniu twierdzenia o wartosci Sredniej.

Zadanie 55
5
-5 4
Znajdz granice wyrazenia ;Tih w punkcie z = 1.
Rozwigzanie
2P —br+4 . (z° — bz +4)
lim ———— =lim ——— =
e—123 —3r+2 a1 (23 — 3z + 2)
. bxt—5 . (5a*—=5)Y . 5-42% 10
= lim ——— = lim = lim = —.
1322 -3  2-1(322-3) -1 3-2x 3

Wiladciwie rozwiazanie powinno by¢ napisane w odwrotnej kolejnosci. Podobnie jest prawie
zawsze, gdy uzywamy symbolu lim. Po prostu zwykle dopiero na koncu okazuje sie, ze
wcezesniejsze kroki miaty jaki$ sens.

Zadanie 56

gy . o1 1
Znajdz granice wyrazenia — —
x

] w punkcie x = 0.

Rozwigzanie

z—=0\zx et —1

et —1 . e’

im = lim ——
z—=0xe® +ev —1 -0 xe® + 2e*

lim(l— 1 )zlim6 —r—l
=1/2.

Tematy zadan zostaly skorelowane z zadaniami na liscie zadan, wiec pewne ciekawsze
zadania zostaly tu pominiete.
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Funkcje pierwotne
Funkcje F taka, ze F' = f nazywamy funkcja pierwotna funkcji f.

Zauwazmy, ze jeSli F' = f 1 C jest jaka$ stala, to (F +C) = f.
Odwrotnie, jesli F' = G’ na pewnym przedziale, to G = F + C dla pewnej stalej C.

Synonimem funkcji pierwotnej jest calka nieoznaczona: F(z) = [ f(x) dx.
Uwaga. Niektérzy autorzy pisza [ f(x)dx = F(x) + C, podkreslajac fakt,
ze dodanie statej do funkcji pierwotnej daje réwniez funkcje pierwotna.
Przyjmujemy, ze réwnosé, w ktoérej wystepuje symbol catki to réwnosé
z doktadnoscia do stalej.

Mozna pokazaé, ze kazda funkcja ciagta ma funkcje pierwotna.

Calkowanie jest operacja odwrotng do rézniczkowania, nie jest jednak
czynnoscig opisang prostym algorytmem, co wiecej, zdarza sie, ze caltki z prostych
funkcji elementarnych nie wyrazaja sie przez funkcje elementarne.

Podstawowe wzory

/Kf(a:) dx:K/f(x) dx, /(f(ﬂ:)—i—g(a:))da::/f(x) dx+/g(a:) dx.

Ten drugi wzér powinnidmy poprzedzié¢ stwierdzeniem: suma dwéch funkeji catkowalnych
(czyli takich, dla ktérych istnieje funkcja pierwotna) jest calkowalna i zachodzi réwnosé .. ..
Bede jednak pomijal podobne zalozenia. Wynik catkowania zawsze mozna sprawdzi¢ przez

rozniczkowanie.

Tabela podstawowych caltek (tabela odwrotna do tabeli podstawowych pochodnych).

xa+1
. /z“d;v:a+l+C, a# -1

. /1dq::/dx:ln|9:|+07
A X

Jetdr=e"+C

o [coszdr=sinx+C

o [sinzdr=—cosz+C

/ dx arcsinz + C
——— =arcsinzx

V1— 22

dx

T3 22 = arctanx + C
z

Zadanie 57
Oblicz calki nieoznaczone: [ (522 + 3z + 7)dx, [V dx, [(1—\/z)? dz.

Rozwigzanie

5. 3
/(5x2+3x+7)d:v:5/x2dfn+3/wd$+7/dﬂc:§x3+§x2+7x+0.
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Jedli catkujesz tak proste wyrazenie, nie rozpisuj w ten sposéb. Rozwiazanie traci
na przejrzystosci, a piszac wiecej tatwo sie pomylié.

/\?’/x?dx:/xf’/?’ dr =272%/3 = %xg/?’—i-C.

Zostawiamy troche miejsca przed x. W pamieci dodajemy jeden do wyktadnika, a
potem w wolne miejsce wpisujemy odwrotnos¢ powiekszonego wyktadnika.

1
/(1— Vr)? dx:/(l—3x1/3+3x2/3—x)d:c:a:— Za:4/3+§:c5/3—§x2.

Dobrze jest na koniec zrézniczkowaé wynik, aby przekonaé sie, czy nie ma bledu.
W ostatnim przyktadzie pominatem C. Dalej tez nie bede pisal, ale pamietaj,
niektorzy wymagaja pisania C.

Zadanie 58
7

14 22 dr.

Oblicz calke nieoznaczona /

Rozwigzanie

4 2 2
-1 H+1 1
A J(x®+1) + 14 .
1+ 22 2 +1 1+ a2
W trudniejszych zadaniach funkcje podcatkowa lepiej przeksztatcié na boku.

4d 1 1
m:/<x2—1+1+2>da::ng—m—i-arctanx.
x x

Zadanie 59
Oblicz calki nieoznaczone: [sin(z +7) dzx, [cos(3z+ 5) dx.

Rozwigzanie
1
/sin(w +7) de = —cos(x +7), /cos(3x +5) dr = 3 cos(3z + 5).
Zauwaz, ze jesli [ f(z)dx = F(z) ia#0, to [ f(ax+b) de = F(azx +b)/a.

Zadanie 60

Oblicz catki nieoznaczone: [ cos?2x - cos7x dx, [(cosz)® dx.

Rozwigzanie

Wykorzystujemy wzory trygonometryczne

1 1 3
cosa - cosb = i[cos(a +b) +cos(a —b)], (cosz)® = 758 3z + 7508

Drugi wzér mozna uzyskaé¢ wykorzystujac liczby zespolone: cosz = (e + e~%%) /2.
Teraz jest latwo.

1 . 1.
/cos 2x - cosTx dx = 3 /(cos 9z + cos bx)dx = T 9z + e Sz,

1 1 3
/(Cos x)? dr = 1 /(cos 3z + 3cosx)dr = 9 sin 3z + 1 sin z.
W dalszej czesci poznamy inny sposéb na ta caltke.
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Zadanie 61
dz

Oblicz calki nieoznaczone / / dx / dz
icz i nieoznaczone: .
22+ 8z + 17 22 + 6z + 16’ VAr — 22

Rozwigzanie

/ de / ( de = arctan(x + 4).

22+ 8z +17 x+4)2+1
Przed obliczeniem drugiej catki znajdziemy ogdlny wzor.
a#0 /dw:l/d:ﬂzl-a-arctanle'arctanx.
’ 2 +a2 a2/ (z/a)?+1 a2 a a a

/ o _/ e —larc‘canx+2
2244 +13 ) (z+3)2+9 3 5
dx dz 1 dr
B ~2 = arcsin(z/2 — 1).
/\/m / 4—(z—2)2 2/ —(@2-1)7 arcsin(x/ )

Zadanie 62
1+=x

Oblicz calki nieoznaczone: —_—
1+ 22

dzx, /tanx dx.

Rozwigzanie

Rozwiazania opieraja sie na prostym spostrzezeniu:

_F@ (@i
nf@) = [ e =@+ C

1+ dx 1 2x
— " dx = T — =
1+ 2 1+22 2J 1422

1
= arctanx + 3 In(1 + 2?).

sin
/tanxdm:/ dxr = —In|cosz|.
cos

Catlkowanie funkcji wymiernych

Kilka wczesniejszych przykladéw uzupelnie przyktadami wymagajacymi rozkladu
na utamki proste.

Zadanie 63

d d
Oblicz calki nieoznaczone: / WZ—I—QT / Wiﬁ .
Rozwigzanie

W tych dwéch przykladach rozktad na utamki proste jest oczywisty.
W trudniejszych przypadkach musimy przypomnieé sobie wiedze z algebry.

dx 1 1 1 1
5 . A aq o - _ d :71 _l .

/dle/( 1 — 1 )d:czlarctanx—larctanx.

x4+ 522 +4 3 2+1 z244 3 6 2
dr

(14 22)%

Nadal jednak nie potrafimy obliczy¢ catki /
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Zamiana zmiennych

[ Ha@g @)z = Flg(a)), sdzie Fy) = [ m)dy.

Aby sprawdzié, wystarczy zrézniczkowac.

Zadanie 64

dx dz
Oblicz calki nieoznaczone: / , / 5
cos & cos* &

Rozwigzanie

d inx)’
/ T / cosz / (sm‘:cg de
cos T cos?x 1 —sin’x

Rozpoznajemy wyrazenie po lewej stronie wzoru na podstawianie.

) dy 1 1+y dx 1, 14sinx
Yy =sinz, = —1In / =_-ln——=.
1—y2 2 1—y cosr 2 1—sinx

A co z druga catka? Wystarczy pamietaé wzér na pochodng tangensa.

dx
5 = tanx.
COS* T

Zadanie 65
d d
Oblicz catki nieoznaczone: / x , / x2
cosh x cosh” x
Rozwigzanie
dz cosh (sinh )’ )
/ — / 5 dr = 72 = = arctan y = arctansinh x,
cosh x cosh” x 1 + sinh” z 1

gdzie oczywiscie podstawiliSmy y = sinh x.
Wynik drugiej catki odgadujemy i sprawdzamy.

dx
/ 57— = tanh x.
cosh” x

Zadanie 66

Oblicz catke nieoznaczone: [ cos® x da.

Rozwigzanie
y =sinz, /008590 dr = /(1 — sin? z)%(sin z)'dz = /(1 —y?)%dy
2 1 2 1
=y— 3y’ + 1’ =sing — Ssin®a + Ssin’ o

3

To jest ten inny sposéb na catke z cos® x.

Zadanie 67

Oblicz catke nieoznaczona: /
V14 x2
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Rozwigzanie

Tym razem wzér na calkowanie przez podstawienie wykorzystamy w odwrotnym
kierunku. Trudno$é¢ sprawia pierwiastek, ktérego mozemy sie pozby¢ wstawiajac
w miejsce x odpowiednio dobrana funkcje. Mamy rézne mozliwosci. Mozna na
przyklad tak:

x =sinht, 1+ 22=1/1+sinh?t=cosht, (sinht) = cosht,
dx
7d$:/1dt:t:1n x+ V14 a?2).
/\/1+:1c2 ( )

Prawdopodobnie najtrudniejszy jest ostatni krok, czyli odwrécenie funkcji
x = sinh ¢.
Calkowanie przez czesci

Calkujac wzor (fg)' = f'g+ f¢' dostajemy wzoér na calkowanie przez czesci.
/fg’dx =fg- /f’gdw-
Dla zwigkszenia czytelnosci pominatem argumenty funkcji.

Zadanie 68

Oblicz catka nieoznaczona: [ ze® dx.

Rozwigzanie

Jest to typowy przyktad, gdzie wykorzystuje sie wzor na catkowanie przez czesci.

/azem dx = /x(ex)' dx = ze® — /x’e:D dx = xze® — /em dx = ze® — e”.
Tabela calek, ktore liczy sie catkujac przez czeéci (by¢ moze wielokrotnie).
o [z dx, [a"coskxdr, [a"sinkxdr k#0, n=1,23,...
o [2F(lnz)"dx, k# -1, n=1,2,3,...

o [a™ arctanz, n=0,1,2,3,...

Zadanie 69

Oblicz catke nieoznaczona: [(cosaz)e’ dx, a,b# 0.

Rozwigzanie

1 bx a., . bx CL2 / bx

= —(cosazx)e™ + —(sinazx)e™ — — [ (cosaz)e™ dx.

Szukana catka wystepuje po obu stronach réwnosci. Wyznaczamy ja w oczywisty
sposéb.

bcosaxr + asinar .,

a? + b?

/(cos ax)e® dx =
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Rozwigzanie z wykorzystaniem liczb zespolonych
Wykorzystamy wzér e'*® = cos ax + i sin ax.

eliatb)z

/(cos azx)e’® du —i—z’/(sin azx)e’ dr = /e(m*b)xdx = —
ia+0b

(—ia +b)(cosax +isinax) ,, beosaxr +asinaxr ,, . bsinar —acosaxr
= e’ = e
a? + b? a? 4 b? a? 4 b?

Na koniec wystarczy poréwnaé czesé rzeczywista z rzeczywista, a urojona z urojona.

Zadanie 70
Oblicz calki nieoznaczone: [v1—a?dz, [+v1+ a2 dz.

Rozwigzanie

2
Vi—z2d :/ "= a2 dz = 2V1 — 22 /Ld
/ T4 dr x e dr = xe + m X
(1—
_x\/l—x2—|—/ \/_7;2: x—$\/1—$2+/\/1di:7—/\/1—x2dx.

Pierwsza catke po prawej stronie znamy, druga przenosimy na lewa strone i wynik
dzielimy przez dwa.

V1 — 2?2 + arcsinx
/\/1—:52 der = .

2

Identycznie liczymy druga catke, przy czym na koniec wykorzystujemy wynik
jednego z wczesniejszych zadan.

/\/1+x2daz—/ "1+ 22de =zvV1+ 22— /\/1_1_73:2

1
i

A/ 2 A/ 2

Zadanie 71

Oblicz catke nieoznaczong: / ﬁ
T

Rozwigzanie

/(1jz2)2 :/(1zrlaf)$2—)x2 dx:/lixmf/(lf;ﬁ

dx +1/ ( 1 >/d . +1 T 1 dx
= | —=+= — = arctan —
T2 T2 ) P \q1qg2) v o e 7o [ 1142

X
t .
(arc anx + 1+x2>

1
2
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Caltki

Niech f bedzie funkcja ograniczona okreslona na przedziale [a,b]. Dla wygody,
przyjmujmy, ze wartosci f sa nieujemne (przy bardziej formalnej definicji nie ma to
znaczenia). Calka z funkcji f to pole pod wykresem funkcji. OczywiScie musimy
jakos zdefiniowaé pole pod wykresem.

Pod wykresem funkcji umieszczamy mozliwie wysokie przylegajace do siebie prostokaty.
Sume pdl tych prostokatéw nazywamy suma dolng. Podobnie definiujemy sume gérng. Tym
razem chcemy, aby prostokaty pokrywaly wykres. Jesli kres gérny sum dolnych jest rowny
kresowi dolnemu sum gérnych, to méwimy, ze funkcja jest catkowalna (w sensie Riemanna),
a wspoélny kres nazywamy catka.

Calke z funkcji f na przedziale [a, b] oznaczamy symbolem

/abf(af)da;.

Wymienig teraz kilka waznych twierdzen o catkach.

Twierdzenia

o Funkcja ciagla jest calkowalna (wiecej, funkcja ograniczona, ktéra
ma skoniczony zbiér punktéw niecigglosci tez jest catkowalna).

o Jesli funkcja f jest catkowalna, to

k)a + kb
( ) /f dx, przy n — oo.

o Jedli funkcje f, g sa calkowalne, a k jest jakas liczba, to funkcje kf, f + g sa
catkowalne i zachodza réownosci

[ sz = [ g@iae, [ @)+ o= [ s@ar [ g

o Jedli f jest funkcja calkowalna na przedziale [a,b] i a < ¢ < b, to

/:f(x)dx = /acf(a:)dx—l-/cbf(a:)dx

o Niech f bedzie funkcja calkowalna na przedziale [a, b] oraz

x
F(z) = / f@)dt, a<zxz<b.
a
Wtedy funkcja F jest funkcja ciagla na przedziale [a, b].
Jedli funkcja f jest ciagla na przedziale [a, b], to funkcja F jest rézniczkowalna
na przedziale (a,b) i F'(z) = f(x) (oznacza to, ze funkcje ciagte

posiadaja funkcje pierwotne).

o Jedli f jest calkowalna i f = F’ dla pewnej funkcji rézniczkowalnej, to

Zwykle piszemy [F(z)]} zamiast F(b) — F(a),

Kilka kolejnych zadan to uzupelnienie listy zadan.
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Zadanie 72
1

Oblicz calke / v1—2x2dx.
-1

Rozwigzanie
Nic nie musimy liczy¢é. Calka to pole pétkola o promieniu jeden, czyli 7 /2.

Zadanie 73
w/2

Oblicz caltke / sin’ z dz.
0
Rozwigzanie

Zn6w nie musimy nic liczyé. Punkt (7/4,1/2) jest srodkiem symetrii wykresu.

sin? z + sin?(7/2 — z)
2

=1/2.

Dlatego obszar, ktérego pole mamy obliczyé, zajmuje polowe prostokata [0, 7/2] x
[0, 1], a wiec catka réwna jest 7/4.

Oczywiscie mozemy tez wykonaé odpowiedni rachunek.

/2 21— cos?2 in 22]™/2
/ sin2xdx:/ TR gy = {x_sm x] =m/4.
0 0 2 2 4 |y

Zadanie 74

1 1
n+1+n—|—2+.“+%'

Oblicz granice ciagu

Rozwigzanie

1+1++11<1 b ++1>
n+l n+2 2n n\1+1/n  1+2/n 1+n/n

L |
_ 1 _
—>/0 1+xdx—[ln(1—|—x)]0—ln2.

Zastosowania geometryczne

Zal6zmy, ze funkcje d, g sa calkowalne na przedziale [a, b] i d(z) < g(x) Pole obszaru
okreslonego nieréwnosciami: a < x < b, d(z) <y < g(x) wyraza sie wzorem

b
pole :/a [9(x) — d(x)] dx.

Zadanie 75

Oblicz pole obszaru lezacego powyzej paraboli y = 22, a ponizej prostej
przechodzacej przez punkty (a,a?), (b,b?) lezace na paraboli (a < b).
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Rozwigzanie

Prosta opisana jest wzorem y = (a + b)z — ab, o czym latwo sie przekonaé
podstawiajac x = a, b.
a+b 1,1 (b—a)?

5 x2—abx—§x a: 5

b
Pole = / [(a + b)x — ab — 2%]dx =

Zadanie 76

Oblicz pole obszaru: 22 <y < x + 2.

Rozwigzanie

Prosta y = =+ 2 przecina parabole y = 2% w punktach: (-1,1), (2,4). Wykorzystujac
wynik poprzedniego zadania widzimy, ze szukane pole = 32/6 = 9/2.

Tréjkat i parabola

Wiemy z rozwigzania zadania o stycznych, ze styczne do paraboli y = x? w punktach
(a,a®), (b,b%), a < b, przecinaja sie w punkcie ((a 4 b)/2,ab). Pole tréjkata o
wierzchotkach (a,a?), (b,b?), (a+ b)/2,ab) okresla wzér

Lib—(a+b)/2 a—(a+b)/2| _(b-a)®

2 b2 — ab a?— ab 4

Wniosek. Pole paraboli odcietej prosta to 2/3 pola tréjkata, ktérego dwa boki sa
styczne w miejscach przeciecia prostej z parabola.

Kilka wzoréow

b b

o x-owa wspOlrzedna srodka masy = / z[g(x) — d(x)]dx : / [g(x) — d(x)]dx

a a

1 b
o y-owa wspoélrzedna érodka masy = 5/ [9(z)? — d(z)?)dz : / [g(x) — d(x)]dx

a a

b
o Moment bezwladnosci wzgledem osi Y = p/ 22[g(x) — d(x)]dx

b
o Dlugo$é¢ fragmentu wykresu = / V14 [f'(2))? dx
a

b
e Objetos¢ bryly obrotowej = 7r/ r(z)?dzx

a

b
 Pole powierzchni bocznej bryly obrotowej = 27r/ r(x)y/1+ [r'(x)]?dx

a

b b

o z-owa wspOlrzedna Srodka masy bryty obrotowej = / z r(x)? do : / r(z)? dx

a a

1 b
e Moment bezwladnosci bryty obrotowej wzgledem osi X = 3P / r(z)tdz
a
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Zadanie 77

W jakim punkcie lezy $rodek masy pétkola o promieniu R?

Rozwigzanie

Przyjmijmy z2 4+ y2 < R?, z > 0 i zastosujmy pierwszy wzér. Srodek masy bedzie
lezal na osi X. Mianownik = mR?/2.

R 1 B2
Licznik = / 20V R? — 22 dx = 2 —g(R2 — 2?32 = 3" R,
0 0

3
x-owa wspolrzedna $rodka masy = . R
T

Przyjmijmy teraz 2% + y?> < R%, y > 01 dla odmiany zastosujmy drugi wzér. Tym
razem $rodek masy bedzie lezat na osi Y.

1 (R 1 31" 2
Licznik = 7/ (R? —2?) de = = |R3z — T = - .7R3,
2J)_r 2 3 R 3

3
y-owa wspolrzedna srodka masy = P R.
s
Mamy ten sam wynik mniejszym kosztem.

Zadanie 78

Jak daleko od wierzchotka lezy érodek masy odcinka paraboli o wysokosci h?
(przyjmijmy szeroko$é¢ réwna 2h, choé¢ nie ma to wpltywu na odpowiedz)

Rozwigzanie

Przyjmijmy x2/h < y < h i zastosujmy drugi wzor.

. . h 2 23 4 2
mianownik = / (h—2?/h)dx = |hax — — = —-h".
—h _h

3h 3
I 1 P
licznik — ~ 2 (2 /N2 T — & B2 — 2. }2.
iczni 2[h(h (z°/h)*)dx 5 lh T LT h

3
y-owa wspolrzedna $rodka masy = E h.
Sprawdzmy, czy pierwszy wzor da nam ten sam wynik (zawsze co$ mozna pomylic¢).
—Vhr <y<vhr, 0<z<h,

h
mianownik = / 2Vhx dr = i
0

=[]l = 2w,

h 4 h 4
Lo _ 521 _ % 2
licznik _/0 2xVhr dr = e {(hw) }0 =% h*,

z-owa wspélrzedna srodka masy = — - h.
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Zadanie 79

Oblicz moment bezwladnosci kota o promieniu R i masie m wzgledem osi lezacej w
plaszczyznie kota przechodzacej przez srodek kota.

Rozwigzanie

Gestosé powierzchniowa = p = m/ (7 R?).

R
moment bezwladnosci = p / 222/ R2? — 22 dx
-R

r=Rsing, —7/2<¢<7/2, (Rsing) = Rcoso,
w/2
moment bezwladnosci = 2pR* / sin? ¢ cos? ¢ do
—7I'/
R4 w/2 R4 T mR2

— —_— i 2 g —_— . — =
=P 7ﬂ/2(sm2¢>) d¢ =p— -5 1

Nie jest to najprostszy sposéb. ..

Zadanie 80

Zmajdz dtugosci fragmentéw wykresow funkeji.

1.
2.
3.

SO A

y:x3/2, 0<a<zxz<hb.
y::c2/3, 0<a<x<hb.
y:x2, a<x<b.
y:xl/z, a<z<b.
y=Incosz, —7m/2<a<z<b<m/2.
y=coshzx, a<zxz<h
1 3

1
Yy = éx + o 0 <a <z <b Wszystko tak dobrane, aby sie udalo.
x

y=+v1—a2+arcsinz, —1<ux<1. Czyznasz tg krzywa?

Rozwigzanie

1.

2.

b [T9 4 9 \*2]"
Dhugo$é = 1+ - =— |1+~
ugosé /a + 1 dx 57 ( + 4:r> )

To jest ta sama krzywa, co w zadaniu (1), tylko = i y zamieniaja sie rolami.
Oczywiscie nalezy odpowiednio zmienié granice catlkowania.

b

' 22v1 4+ 42?2 +In(2 1+ 422
Diugosé = [ mdx:[fcm+ r;(x+m>]
a

a

Wykorzystatem wczedniej znaleziona funkcje pierwotna.

To z kolei jest krzywa z zadania (3). Znéw nalezy odpowiednio zmieni¢ granice
catkowania.

’ bdr 1] 1-+sinz]?
Dlugosé = [ Vit tanedr = 1 = 2y 1]
a a

Cos T 1—sinz],
b b
Dlugosé = / V14 sinh?z dz = / cosh z dz = [sinh z]°.
a a

30




Zadanie 81

1.

2.

Oblicz objetos¢ kuli o promieniu R.
Oblicz pole sfery o promieniu R.
Zmnajdz potozenie srodka masy poétkuli o promieniu R

Oblicz moment beztadnoéci kuli o masie m i promieniu R wzgledem osi
przechodzacej przez srodek kuli.

Rozwigzanie

Kula to bryta obrotowa. r(z) = vVR? — 22, — R<z <R.

1.

2.

R R 4

= —7R3.

3
Objetosé¢ = 7r/ (R%? — 2%)dx = lRQ:J: -

R 3

Rozwiaz ogblniejsze zadanie.
Policz pole fragmentu sfery przyjmujac, ze —R <a <x <b< R.

R 1 x? 1
Licznik = 7T/ z(R? — 2%)dx = |=R*:* - = | = -7R.
0 2 41, 4

2 3
Mianownik = §7rR3 , Licznik/Mianownik = §R'

4
m = pgﬂRS,

1 R 8
moment bezwladnosci = §7r,0/ (R? — 23?2 do = EW,OR5 = “mR2.
—-R

J.C. 80.05.2020
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