Analiza matematyczna 1

1 Liczby i funkcje

1.

Kilka stow o liczbach.

Liczby naturalne: N = {0,1,2,3,4,...} lub N = {1,2,3,4,...}. Jesli obawiamy sie
nieporozumienia, mozemy powiedzie¢: nieujemne liczby catkowite lub dodatnie liczby
catkowite.

. Liczby catkowite: Z = {0,+1,+2,£3,...}.

Liczby catkowite mozemy dodawaé, odejmowac i mnozy¢ przez siebie. W przypadku
liczb naturalnych nie mogliémy od mniejszej liczby odjaé¢ wiekszej. Jednak tylko czasami
mozemy wykonywac¢ dzielenie.

Liczby wymierne Q: liczby postaci p/q, gdzie p, ¢ sa liczbami catkowitymi, a o ¢ zaklada
sie, ze nie jest zerem. W zbiorze liczb wymiernych mozemy swobodnie wykonywaé
dzielenie, oczywiscie nie przez zero.

W analizie najwazniejsze sa liczby rzeczywiste R. Liczby rzeczywiste maja wazna dla
analizy wlasnosé¢: kazdy niepusty i ograniczony z géry podzbiér liczb rzeczywistych ma
kres gérny.

. Na algebrze poznajemy liczby zespolone C, czyli liczby postaci a + bi, gdzie a,b sa

liczbami rzeczywistymi, a 4 jest takim symbolem, ze i? = —1.
NczZcQcRcC

Kresem gérnym zbioru nazywamy najmniejsze gorne ograniczenie danego zbioru.

W przypadku zbioru nieograniczonego z géry, kres gérny oznaczamy symbolem oo.
Najwieksze dolne ograniczenie to kres dolny.

Przyktad. Kresem gérnym zbioru {1/2,2/3,3/4,...} jest liczba 1, a kresem dolnym
liczba 1/2. Kres dolny nalezy do rozwazanego zbioru, gérny nie nalezy.

W zbiorze liczb wymiernych moze sie zdarzy¢, ze kres gérny zbioru ograniczonego
z gory nie istnieje (nie jest liczba wymierna). Przykladem takiego zbioru jest zbior
liczb wymiernych, ktorych kwadrat jest mniejszy od dwdch.

Potegi. Zakladamy, ze n, k sa nieujemnymi liczbami catkowitymi, natomiast a, b
dowolnymi liczbami rzeczywistymi.

aa---a

n+k aa---a

=1, a"=ga---a, " =Ga---qaa---a, (@)V=k{ -
——

n n k aa - - - Qa

——

ab" = (ab)n7 anak _ anJrk7 (an)k — ank.

Potegowanie mozna uogdlni¢ na dowolne catkowite n przyjmujac, ze a™" = 1/a"™, n > 0.
Nalezy przy tym uwazac, aby nie dzieli¢ przez zero.

Pierwiastki. Dla kazdego nieparzystego n i dowolnego x réwnanie x = y™ ma dokladnie
jedno rozwiazanie ze wzgledu na y oznaczone symbolem {/x. W przypadku parzystych
n musimy ograniczy¢ sie do nieujemnych wartosci x, a symbol {/z oznacza nieujemne
rozwiazanie.



10.

11.

12.

13.

14.

Wykladniki wymierne. Wygodnie jest przyjaé, ze a?/? = VaP, ¢ >0, a>0. Wazne
jest, ze wynik nie zalezy od reprezentacji utamka. Dla 2/5, 4/10, 6/15 mamy ten sam
wynik. Tak zdefiniowane potegi maja podstawowe wlasnosci poteg.

Wyktadniki rzeczywiste. W przypadku wykladnikéw niewymiernych potegi obliczmy
dla coraz lepszych przyblizen wymiernych wyktadnika, otrzymujac w granicy potege o
zadanym wyktadniku.

Wzory skréconego mnozenia. Potega sumy:
a-+ =a"+2a0+0%, (a+ =a” +3a”0 + sav” + b°.
(a+0)* =a®+2ab+b% (a+0b)>=d®+3d%b+ 3ab® + b
W przypadku réznicy stawiamy minus przed nieparzystymi potegami b
(a —b)* =a® —2ab+b%, (a—0b)3=a®—3a%b+ 3ab® — b°.

Wspolezynniki pojawiajace przy kolejnych potegach mozemy odczytac z trojkata Pascala

1 5 10 10 5 1

I tak dla n = 4 mamy (a + b)* = a* + 4a3b + 6a%b* + 4ab> + b*.
Roéznica poteg
a>—b>=(a—b)la+b), a®>—0b=(a—>b)a®+ ab+b?)

i podobnie dla wyzszych wykladnikow. W przypadku nieparzystych wykltadnikow
mozemy napisa¢ wzor na sume poteg

a® + b = (a+b)(a® —ab+b%), a® +b° = (a®)®+ (b*)® = (a® + b*)(a" — a®b® 4 bY).

Funkcje. Aby méwi¢ o funkcji musimy mieé¢ dwa zbiory: dziedzing X oraz
przeciwdziedzine Y. Funkcja f : X — Y jest zbiorem par o poczatkach w zbiorze X
i koncach w zbiorze Y. Zaklada sie przy tym, ze kazdy element X jest poczatkiem
doktadnie jednej pary. y = f(x) oznacza, ze y jest koicem pary o poczatku x. Zbior
koncéw par nazywamy obrazem funkcji. Na kolejnych 4 obrazkach pary reprezentowane
sg strzatkami.

o Pierwszy obrazek przedstawia sytuacje najogolniejsza.
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o Na drugim obrazku Y = f(X). Taka funkcje nazywamy suriekcja.
e Na trzecim obrazku widzimy funkcje réoznowartosciowa, inaczej iniekcje.

e Funkcja z czwartego obrazka posiada wlasnosci dwoch poprzednich.
Funkcje taka, zwang bijekcja, mozna odwroécié. Funkcje odwrotna do funkeji f
oznaczamy symbolem f~L.

Dalej bedziemy rozwaza¢ funkcje o wartosciach rzeczywistych, ktoérych dziedzing bedzie
zbiér liczb rzeczywistych, przedzial, suma przedzialéw lub zbiér liczb naturalnych (takie
funkcje bedziemy nazywali ciagami). Aby nie zanudzié¢ czytelnika nie bede przypominal,
co to funkcja monotoniczna, rosnaca, malejaca, nierosnaca, niemalejaca, parzysta,
nieparzysta, okresowa. Zwroce tylko uwage, ze nazwy te sa czasem mylace i funkcja,
ktora nie jest malejaca, nie musi by¢ niemalejaca.

Przyklad. Jedli a,b>01i /a > /b, to a > b.
Dlatego, jesli 0 < a < b, to ¥a < {/b.
Oznacza to, ze funkcja f(x) = ¥z, x >0, jest funkcja rosnaca.

Wzér f(x) = 2? definiuje rézne rodzaje funkeji w zaleznoéci od wyboru dziedziny
i przeciwdziedziny. Spojrzmy na 4 przyktady:

.« f:R-R

o f:R —[0,00), obraz pokrywa sie z przeciwdziedzina (suriekcja)
o f:[0,00) — R, funkcja réznowartosciowa (iniekcja)

o f:]0,00) = [0,00), bijekcja.

Zlozeniem funkcji: f:Y — Z, g: X — Y nazywamy funkcje okreslona wzorem
(f o g)(z) = f(g(x)).
Skladanie funkcji jest laczne, co pokazuje bezmyélny dowéd:
((fog)o f)(x) = (fog)(h(x)) = flg(h(z))),
(fo(goh)(z) = f((goh)(z)) = f(g(h(x)).

Stad réwnosé

(fog)of=Ffo(goh).

Sktadanie funkcji, nawet jesli dziedziny i obrazy na to pozwalaja,
na ogdél nie jest przemienne. Przykiad

fla) =2 gx)=a+1, flg(x))=(z+1)?% g(f(z)=2"+1
@) =2, ()W) =y

(\/5)2 =z, x > 0. Dlaczego jednak \/y? = |y|?

Wykres funkcji y = f(x — p) + ¢ jest przesunietym o wektor (p,q) wykresem funkcji
y = f(r). Rysunek przedstawia parabole y = x? oraz parabole y = (x — 1) + 2, ktéra
uzyskamy przesuwajac parabole y = z2 o wektor (1, 2).



Podobnie, parabole y = z? — 4z + 7 = (z — 2)? + 3 uzyskamy przesuwajac parabole
y = 22 o wektor (2, 3).

22. Funkcja liniowa, to funkcja postaci y = ax + b. Zlozenie funkcji liniowych znéw jest
funkcja liniowa. Funkcje liniowe z a # 0 mozna odwracaé. Funkcja y = x réwniez jest
funkcja liniowa.

23. Funkcja homograficzna to iloraz dwoch funkcji liniowych, ktory nie jest funkcja stata

ar+b
=— ad—cd .
Y= ayra € 70
Dla wygody czesto uzupelnia sie zbiér liczb rzeczywistych (badZ zespolonych) o symbol
oo. Jedli na przyklad f(x) = (3z 4 2)/(4x — 5), to przyjmuje sie, ze f(5/4) = oo, a
f(o00) = 3/4. Identycznosé, funkcja odwrotna do funkcji homograficznej oraz zlozenie
funkcji homograficznych sg funkcjami homograficznymi.

24. Aby narysowa¢ wykres funkcji homograficznej, dobrze jest wykonaé pewne

przeksztaltcenia
Y= 3z —5 _ 3(x—2)+1 :34_#'
T —2 x—2 T —2
Wykres uzyskamy przesuwajac wykres funkcji y = 1/x o wektor (2, 3).
Asymptoty: y =3, = =2.

2 Funkcje elementarne

1. Funkcje elementarne to

o funkcja stata: y =C

o funkcja potegowa: y = z%, a #0

e funkcja wyktadnicza: y =a®, a >0, a#1

o funkcja logarytmiczna: y =log, z, a >0, a#1

o funkcje trygonometryczne: y = cosx, y=sinx, y=tgzw

o funkcje cyklometryczne: y = arcsinz, y = arctgx

oraz wszystkie funkcje, ktore mozna uzyskaé z wymienionych funkcji stosujac cztery
dzialania arytmetyczne i operacje skladania funkcji. Wsréd funkeji elementarnych
znajdziemy wielomiany, funkcje wymierne oraz modut: |z| = (22)1/2.

4



2. Funkcja potegowa y = z%, a # 0.
Jedlia=1,2,3,..., to z moze by¢ dowolne.
Jedlia = —1,—-2,—-3,..., to x nie moze by¢ zerem.
Jedli a jest inng liczba dodatnia, to  nie moze by¢ ujemne.
Jedli a jest inng liczbg ujemna, to x powinno by¢ dodatnie.

y=x y
y: X3/2
y=x4

y: X3/4

3. Funkcja wyktadnicza y = a®, a >0, a # 1.
Dla 1 > 0 mamy funkcje rosnaca, w przypadku 0 < a < 1 mamy funkcje malejaca.
Obrazem funkeji wyktadniczej jest przedzial (0, 0).

y = log,x

y=1/ 2% y=2%

4. Funkcja logarytmiczna, czyli funkcja odwrotna do funkcji wyktadniczej. Zaktadamy, ze
a>0,a#1, x>0. u=Ilog,r oznacza, ze x = a".
Podstawowe wlasnoéci logarytmu:

r=qal%a® 4= log, a“,

log, =
log, b

a

log, xy = log, z + log,y, log, =k log, x, logyz =

Liczbe a nazywamy podstawa logarytmu. Zwykle uzywa sie logarytméw o podstawie
e, zwanych logarytmami naturalnymi (Inx lub logz). Ostatni wzér wyjasnia dlaczego
wystarczaja nam logarytmy naturalne.

Dowody wzoréw.

u =log, x = a¥ ot B B
{vzlogay’ { , sy =a‘a”=a"", log,xy=u+v=log,x+log,y.



u=1log, x, r=a" z¥=a"% log,z" =ku=klog, .
1
x = b log,x = (log,z)(log, z), log,z = l?é‘;g;.

5. Wartosci funkeji trygonometrycznych odezytujemy z rysunku (jak obliczaé, dowiesz si¢
na analizie 2). W analizie miara kata jest dtugosé tuku (pamigtamy, ze obwdd okregu
o promieniu jeden wynosi 27). Ten sam rysunek wyjasnia, dlaczego wystarczy znaé
wartosci funkcji dla katéw z przedziatu [0, 7/4].

A

y
P
. x P = (cos ¢,sin ¢),
1 cos ¢ = cos(¢ + 2m),
sin ¢ = sin(¢ + 27),
sin ¢
t = .
g cos ¢
ty
y=sn X
y
-T2
2 X
y = Cos X
X
-1/2 /2

y=tgx

6. Wartosci funkcji trygonometrycznych dla 7/4, /6 i /3 odczytujemy z rysunkéw.

T T 1 ¢ T 1
cos — =sin — = — - =
1 1 3’ &7 )
T Lomo 1
cos — =sin — = —,
/6 3 6 2
T T V3
cos — =sin — = —,
6 3 2
T s 1
- /3 g3 =V3 tgg=




7. Wzory trygonometryczne. Poza oczywistymi wzorami:
cos(—p) = cos¢, sin(—¢) = —sinp, cos?¢p+sin®p =1,

warto zna¢ wzory na funkcje sumy katow. Wzory mozna odczytaé z rysunku.

cos (0 +B) sina sinP

a+p [y
C
% @
& ql® cos(a + ) = cos accos B — sin asin 3,
%]
o
o sin(a + ) = sin acos 8 + cos asin 3.
) 1 /2
+
o R
= < W szczegdlnosci
0
£ 3
S %0 = cos? o — sin
“ o cos2a = cos” o — sin” «,
oy =
v . .
B sin 2o = 2sin a - cos av.
a
cos O cosf3

Ze otrzymanych wzoréw nietrudno wywnioskowaé kilka innych ciekawych wzoréw:

cosa - cos B = %[cos(a + ) + cos(a — B)],

tg a+tg B
t =
g (a+p5) —tga tgf’
cos¢+cos¢:2-cos¢;¢-cosgb;d).

8. Rysunek daje nam wzory dla dla dodatnich katéw o sumie mniejszej od 7/2. Ogdlny
wynik mozna uzyska¢ rozpatrujac ztozenie obrotéw. Wzory na funkcje sumy katow
uzyskujemy poréwnujac czesci rzeczywiste i urojone po obu stronach réwnosci:

(cosa + isina)(cos B + isin ) = cos(a + ) + isin(a + ).

9. Pewna konstrukcja.
A

Y Prosta y = t(x + 1) przecina okrag 22 + 32 = 1
Q=(xy) w dwoch punktach: P = (—1,0), Q = (z,y).
Podstawiajac y z rownania prostej do réwnania
A X okregu otrzymujemy: x?+t2(z+1)% =1, a stad
! 1— 2
r=—-7- T = cos ¢
{:;;0_1 lub 1—2i_tt2, {y:sinqﬁ
yo 2 li=tgap
1+ ¢2

Otrzymane wzory przydaja sie przy catkowaniu wyrazen wymiernych zawierajacych
funkcje trygonometryczne.

10. Funkcje cyklometryczne, czyli funkcje odwrotne do funkcji trygonometrycznych.



o Dla kazdego y € [—1,1] znajdziemy dokladnie jedno z € [—7/2,7/2] takie, ze
y = sinz. Oznaczenie: x = arcsiny.
o Dla kazdego y € [—1, 1] znajdziemy dokladnie jedno x € [0, 7] takie, ze y = cos ¢.
Oznaczenie: x = arccosy.
o Dla kazdego y znajdziemy dokladnie jedno = € (—7/2,7/2) takie, ze y = tg .
Oznaczenie: x = arctg y.
Mamy oczywiste wzory

sin(arcsiny) =y, cos(arccosy) =y, y € [—1,1], tg (arctgy)=y.

Ciekawe wykresy uzyskamy w przypadku odwrotnych ztozen, co pokazuja wykresy:

y=arctg(tg x)
T y y=arcsin(sin x) 7}/ yT
- Tt
11. Na zakonczenie kilka sléw o funkcjach hiperbolicznych.
by
y=chx Definicje:
¢ —t
y=shx cosht = re ,
2
y=th x ¢ ¢
X sinht = & ¢ ,
2
inht
tanht = St .
cosht

12. W przypadku funkcji hiperbolicznych mozemy napisaé¢ wzory podobne
do wzoréw trygonometrycznych:

cosh?t — sinh? ¢ = 1,
cosh(s +t) = cosh s - cosht + sinh s - sinh ¢,
sinh(s +¢) = sinh s - cosh ¢t + cosh s - sinh ¢,
tanh s + tanh ¢

1+ tanhs-tanht’

Zachecam do sprawdzenia wypisanych wzoréw oraz do znalezienia funkcji odwrotnych
do funkcji hiperbolicznych.

tanh(s +t) =

13. Jedli = cosht, y =sinht, to 22 — 3% = 1, a jest to réwnanie hiperboli. Stad nazwa:
funkcje hiperboliczne.

14. Rozwieszony sznur uklada sie na ksztalt wykresu y = cosh z, podobnie z boku wyglada
banka mydlana rozpieta pomiedzy dwoma pierécieniami. Jednak liny mostu wiszacego
uktadaja sie na ksztalt paraboli.



3 Trzy nieréwnosci
1. Nieré6wno$¢ Bernouliego.

I+2)">214nzr da 2 <-11n=1,23,4...

2. Dowdéd indukcyjny.
Dla n = 1 mamy réwno$c.
Zalézmy, ze (1 4+ )™ > 1 4 nz. Mnozac obie strony nieréwnosci przez 1+ > 0
otrzymujemy: (1+2)"" > (1+n2)1+2) =1+ (1 +n)x+nz? > 1+ (n+ 1)
Dla x #0,—1 i n > 2 mamy ostra nieréwnos¢.

1\" 1\" 1\" 1
n>2 (1+-) (1->) =(1-—) >1--,
n n n n

1\" 1 1\ !
<1+> >(1—)1—":(1+ ) :
n n n—1

co oznacza, ze ciag (1 +1/n)™ jest ciagiem rosnacym.

3. Przyktad.

4. Nier6wnos$é Schwarza.
(az + by)* < (a® +0%)(2* + ),
(ax + by +c2)? < (a® + b + ) (a? + y* + 22),

5. Dowdd.
(azx + by)2 < (az + by)2 + (ay — bgtt)2 = (a2 + b2)(a:2 + yz).

Podobnie

(az4by+cz)? < (ax+by+cz)?+(ay—bz)?+(bz—cy)?+(cx—az)? = (a®*+b*+c*) (2*+y>+22).

Dowdéd moze wygladaé tajemniczo (skad wiadomo, co dodaé?). Po zastosowaniu symbolu
sumy i indekséw dowdd staje sie oczywisty.

6. Inny dowéd. Przypadek a = b = ¢ jest oczywisty. Dalej zaktadamy, ze a® +b% 4+ ¢? > 0
i rozwazamy funkcje kwadratows:

f(t) = (ta—z)* + (th—y)* + (tc—2)* = (a* +0* + )2 +2(ax + by +c2)t + (2? +y* + 22).
f(t) >0, co oznacza, ze wyréznik jest niedodatni:
0> A =4(az + by + c2)? — 4(a® + 0> + ) (2® + > + 2°).
7. Przykltad. Biorac
p,q,r >0, a=\/p, b=\/q, c=+/r, x=1/\/p, y=1/\/q, 2= 1/,
otrzymujemy nier6wnosc

9<(p+q+r)(1/p+1/qg+1/r).
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Nieréwno$é Cauchy’ego (nier6wnosé pomiedzy srednia arytmetyczna a geometryczna,)
Zakladamy ze a,b,c,d,... > 0.

a ; by Jab, %ﬂc > abe, W > Vabed,

Dowdd dla 2 elementéw.

<(Va— Vb2 =a+b—2vVab, “*b > Vab.

Dowé6d dla 4 elementéw.

a;b<¢%7 C;dgwa.

Dodajemy stronami, dzielimy przez 2 i jeszcze raz korzystamy z nieréwnosci dla dwoch

a—l—bl—c—i—dg m;\/ag \/\/%~\E:v4abcd.

Podobnie mozemy uzyskaé¢ nieréwnosé dla 8, 16, 32 ... elementow.

elementow.

Dowod dla 3 elementéw. Jesli abec = 0 to nierownosé jest oczywista. Zatdézmy wiec, ze
a,b,c > 01 przyjmijmy, ze d = (a +b+¢)/3. (a
b b d
a+o0+c _ at+o+c+ > Y abed.
3 4
Obie strony podnosimy do 4 potegi, dzielimy przez d i pierwiastkujemy.

d=

d* > abed, d® > abe, d > Vabe

(pamietamy, czym jest d).

Podobnie dowodzimy nier6wnosé dla innych liczb nie bedacych potega 2. Na przyktad
dla 5, wychodzimy z nieréwnosci dla 8 elementéw, przy czym jako ostatnie 3 bierzemy
Srednig arytmetyczna 5 poczatkowych wyrazow.

Roéwnoéé mamy tylko w przypadku réwnych elementéw. Dla dwdch elementéw wystarczy
spojrzeé na wyprowadzenie nieréwnosci. Wezmy teraz 3 elementy i zalézmy, ze a # b
(dla wiekszej liczby elementéw jest podobnie). Wtedy

b b b ,
a—|—3+c> \/CT+?\)/CT+C> v/ VabVab ¢ = Vabe.

Nieréwnosé pomiedzy srednimi pozwala na rozwiazanie szeregu zadan optymalizacyjnych.
Jakie najwigksze pole moze mie¢ prostokat o obwodzie L7

L
L =2a+2b, P =ab, Z:a—&—b \/>—\/>

Réwnoéé P = (L/4)? mamy tylko w przypadku a = b = L/4.

Jakie najwigksze pole moze mie¢ tréjkat o obwodzie L7

L=a+b+ec, P= i\/L(L — 2a)(L — 2b)(L — 2¢).

gz (L—2a)—|—(L;2b)—|—(L—2c) > €/(L—2a)(L—2b)(L—20).

Stad L?/(4y/27) > P. Réwnoéé mamy tylko w przypadki a = b= c = L/3.
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Jakie najwigksze pole moze mie¢ prostokat wpisany w okrag o promieniu R?

2 2 2 2_“24'52 Va2 =
R* = (a/2)* 4 (b/2)%, 2R* = 5 > Va?b? = P.

Réwnoéé P = 2R? mamy tylko w przypadku a = b = Rv/2.

Jaka najwieksza objeto$¢ moze mieé prostopadtoscian o sumie krawedzi L?

L b
L=4(a+b+e), 52%2 Yabe = VP
Réwnoéé P = (L/12)% mamy tylko w przypadku a = b = ¢ = L/12.

Jaka najwieksza objeto$¢ moze mieé prostopadtoscian o polu P?

P ,
P = 2(ab + be + ca), 5= W > Va2b2e2 = V23,

Réwnosé V = (P/6)%/? mamy tylko w przypadku a = b = ¢ = \/P/6.

Jaka najwiekszg objeto$¢ moze mie¢ prostopadtoécian wpisany w sfere o promieniu R?

AR2 2 12 2
R? = (a/2)* + (b/2)* + (¢/2)?, V = abc, ? =34 —H; re > Va2b2c? = V23,

Réwnosé V = 8R3/4/27 mamy tylko w przypadku a = b = ¢ = 2R/+/3.
Jakie najwieksze pole moze mie¢ prostopadloécian o sumie krawedzi L?

P=2(ab+bc+ca), L=4(a+b+c).
Dodajemy stronami 3 nieréwnosci.

2 2 2 2 2 2
a®+b > ab, b+ ¢ c“+a
2 2 2

= ca.

a2+ b2+ >=ab+be+ca,

a stad
(a+b+c)? =a*+ b+ +2(ab+ be + ca) > 3(ab+ be + ca),

a wiec P < L?/24, przy czym réwnoéé mamy tylko w przypadku a = b= ¢ = L/12.

Na koniec pokazemy, ze ciag (1 + 1/n)" jest rosnacy, za$ ciag (1 4+ 1/n)"T! malejacy.

1+n(l+1/n) n+2 1
"1+ 1/n) < = =1 ,
(L+1/n) n+1 n—+1 +n+1
1 n 1 n+1
<1+> <(1+> ,
n n+1
1+n(1—-1/n) n 1
"1 —-1/n)" < = =1-
( /m) n+1 n+1 n+1’
1 n 1 n+1 ) ) 1 n+1 1 n
1-—-) <(1- , inaczej |1+ — < |1+ .
n n+1 n n—1
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