Rozwigzania zadan am ii

Calki niewlasciwe
Rozwiazania zadan podobnych do zadan z listy.
Zadanie 1

 d
Oblicz catke niewlasciwa: / :c
2

Rozwigzanie

Korzystamy ze wzoru:

o) = [ @)z, F@) = f(a)

oraz z definicji caltki niewtasciwej

oof( dﬂc—hm flx
/ [

Rachunek

/“’dx_l‘ml(l l)_}
, 23 tow2d 2/ TR

W calym tekscie bede pomijal dopisywana przez wielu autorow stals catkowania C.
W dalszych przyktadach bede stosowal uproszczong notacje:

/Oodm_ [_1}00_1
o w3 | 222], 8

Oodx

Zadanie 2

Oblicz catke niewlasciwg: /

Rozwigzanie
0 dx
/2 . [Inz]5° = o0

Calka jest rozbiezna.

Zadanie 3
> dx

Py

Oblicz catke niewladciwg: /



Rozwigzanie

W tym zadaniu i nastepnych dobrze jest przepisa¢ catkowang funkcje w postaci
wygodnej do catkowania.

1 —5/2 —5/2 2732
m:x /, /l’ /dx:—gflf /,

/"O _dz {_Qx—s/zr _1
4 22y | 3 4 127
Zadanie 4

Obli ke niewlagci /°° dx
icz calke niewlasciwa: _
¢ ? 5 12 —dx+7

Rozwigzanie

/ dx _/ dx —iarct Tz —2
w24z +7 ) (x—-22+3 /3 8 V3

gdzie skorzystaliSmy ze wzoru

dx 1 x
| =gty a0

/°° dx —[1arct 95—2}00_ 1 |:7T_7T:|_ T
s 2—dr+7 V3P B, VBl2 3T 63
Przypomnienie:

1
arctg 0 =0, arctg —= = il arctg 1 = %, arctg V3= il arctg co = g

V3 6 3’

(ostatnia réwnos$é oznacza oczywiscie granice).

Zadanie 5
dx

o0
OthZ Calk@ nieW]ﬁaéCiW@: /3 m

Rozwigzanie

W tym przyktadzie mianownik rozktada si¢ na iloczyn czynnikdéw nizszego stopnia
22+ 9z + 14 = (x 4+ 2)(x + 7).

W takim przypadku pierwszym krokiem jest rozktad na sume utamkéw prostych.
Dobieramy A, B tak, aby zachodzita réwnosé
1 A B

(x+2)(x+7) x+2+x+7'
1=A(x+7)+ B(z +2),
Poréwnujemy wspoélczynniki przy tych samych potegach x.

{1:7A+ZB {A:1/5
0=A+B °' \B=-1/5

dz 1 1 1 1
L T dz = =1 21 0.
/x2+9x+14 5/(x+2 o) = glode 42 = In e+ 7]
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Najciekawszym punktem rozwigzania jest obliczenie granicy

2 2
lim [In(z +2) —In(z + 7)] = lim In v rhe_

=In lim In1=0.
T—00 T—00 x + z—oo 4+ 7
Mamy wiec
0 dz 1 x4+ 21 1. 5 1
/ S § Pl ) P )
3 2249r+14 5 x+T7]3 5 10 5
Uwaga
Proste wyrazenia wymierne rozktada sie tatwo. Nie warto wprowadzaé liter A, B.
1 p—
(z+3)(x+8)
1 r 5
r+3 z4+8 (r+3)(z+38)
Dlatego
1 1,1 1
— )
(x+3)(z+8) bH'z+3 x+8
Zadanie 6

dx

(o]
OthZ Calk@ niewlaéciw%: /3 m

Rozwigzanie

Zaczynamy od rozkltadu wyrazenia wymiernego na sume utamkéw prostych.

1 1 A B c

3+ 922 + 14 x(z+2)(z+7) E+x+2+x+7’

Obie strony mnozymy przez x(z + 2)(z + 7).
1=A(x+2)(z+7)+ Bx(z+7)+ Cx(x + 2),

Poréwnujemy wspoétczynniki przy kolejnych potegach .

144 =1 144 =1 A=1/14
9A+7B+2C =0, T7A+5B=0, {B=-1/10.

A+B+C=0 2A—-5C =0 C=1/35
Teraz tatwo znajdujemy catke nieoznaczona.
dx 1
= —|blnzx — 71 2) +21 .
/x3+9x2 T2~ polo e~ Tin(z+2)+ 2z 4 7)
Nieco trudniejsze jest obliczenie granicy
5 2
xlgngo[5lnx —Tln(z+2)+2In(z+7)] = xllngolnm =0
bo 5 )
im 2@
T—00 (x + 2)7
Ostateczne

/oo dx _ 1,5
3 2349224+ 14z 70 35.22°
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Alternatywne rozwigzanie
1 _Lro 1
(x+2)(z+7) 5ax+2 x+7"

Wynik ten znamy z poprzedniego zadania. Mozemy tez skorzystaé¢ z uwagi.

1 SIS B UGN VR SRR B
r(x+2)(x+7) Srx+2 x+7 5ax(z+2) xz(x+7)
1 1.1 1 1 1.1 1

Mozemy catkowaé

520212 5 7 247y 105 3510

/00 dx _{1 11 T 1 1 r 1 1 3 1 3
3 a3 4922 + 14z

Zadanie 7
dx
1+z+a?+a3

Oblicz catke niewtadciwa: /
1

Rozwigzanie
Zaczynamy od rozktadu catkowanej funkcji na sume utamkéw prostych.

1 B 1 A +B+Cx
l+x+a2+23 (I+z)(1+22) 1+x 14227

Prosze zwrécié uwage na postac licznika drugiego utamka.

A+B=1 A=1/2
Al+2*)+ (B+Cr)(1+2)=1, { B+C=0, B=1/2
A+C=0 C=-1/2

1 _1(1 +1—x>_1 1 +1 1 1 2z
l+z+a22+2® 2\1+xz 1+22) 2 1+ 2 1+a22 4 1+a%
dx 1 1 1 o 1 1. (1+x)?
T - ln(l—i-a:)—i-i arctan z— In(1+2) = 3 arctan x—i—z In T2
W rachunku wykorzystaliSmy wzor:
f'(x)
dr = In|f(x)|.
| Fragde =l
Koncowe rachunki, podobne do rachunkéw z poprzednich rozwigzan, pomijam.

00 dx 1
— Z(r—1n2).
/1 Tot 258 17 102

Zadanie 8

Oblicz calke niewlasciwa: / ze " dx.
0



Rozwigzanie

Calkujemy przez czesci.

/xe_mdx =— /x(e_z)’da: =—ze “+ /x'e_zdx =—ze ¥ —e ",

W dalszym rachunku wykorzystujemy ogdlny fakt

lim 2¥e~% = 0.
r—r00

Dowdéd przeprowadze dla k = 3, choé w zadaniu mamy k£ = 0, 1.
e® > = + 1 bo najmniejsza wartosé¢ funkcji f(x) = e* —x — 1 réwna jest 0.
Stad dla nieujemnych x mamy

3
T _ m/44>1 44 < 230~ < T )
e (e > (1+z/4)%, 0<z’e S Ar 2/t

Wystarczy teraz zastosowaé twierdzenie o trzech funkcjach.
Dokonczenie jest latwe.

oo
/ ze “dr =[—ze " —e |7 = 1.
0

Funkcje wielu zmiennych

Zadanie 9
f=(2®+y?+22)7Y2 Oblicz fur + fyy + for-

Rozwigzanie

fx:_%.(x2+y2+22)73/2'(2x):_m.(x2+y2+z2)73/2_

Podobnie
foy =@+ + )2 432 (af 2+ 22

foo= =@+ 2+ 22732 4327 (2? + ¢ + 22)
Na koniec dodajemy
fow+ fyy + oo = =3 + 42 + 25732 4+ 32 + 42 + 22) - (27 + 47 + 2%) 72
=3’ +y* +2°) 13 + 7+ %) =0,
Zadanie 10
Napisz réwnanie prostej stycznej do krzywej y* = z(z + 1)(z + 7) w punkcie (1, 4).



Rozwigzanie

Krzywa jest poziomica funkeji f(x,y) =v*> —z(z +1)(z+7), f(z,y)=0.
Roéwnanie prostej stycznej do poziomicy f(z,y) = C w punkcie P = (xq,yo):

f2(P)(x —z0) + fy(P)(y — yo) = 0.

f=(P) w réwnaniu powyzej oznacza pochodna czastkowa w punkcie P.
W naszym zadaniu mamy

9,2 _
f:y2—:z:3—8$2—7x, {fac 3z 16x 77 {fx(P

y =2y
Roéwnanie stycznej

—26(x — 1)+ 8(y —4) =0 lub prosciej 13z —4y +3 = 0.

Zadanie 11

Napisz réwnanie plaszczyzny stycznej do powierzchni 2% + 4% + 22 = bayz
w punkcie (1, 1, 2).

Rozwigzanie

Roéwnanie plaszczyzny stycznej do poziomicy f(z,y,z) = C
w punkcie P = (x0, Y0, 20):

fo(P)(@ = z0) + fy(P)(y — yo) + f-(P)(z — 20) = 0.
W naszym zadaniu f(z,y,2) = 23 + 3> + 2% — bayz, P=(1,1,2).

fo=3a>—5byz ([fa(P)=-T
{fy — 37— 50 {fy<P> — 7
fz:3z2_5=7;y f(P) =17

Roéwnanie plaszczyzny stycznej

—7(x—1)=T(y—1)+7(z —2) lub prosciej z+y—z=0.

Ekstrema lokalne

Powiemy, ze funkcja ma minimum lokalne w punkcie P, jesli w pewnym otoczeniu
punktu P wartosci funkcji sa nie mniejsze od wartosci funkcji w punkcie P.
Podobnie definiujemy maksimum lokalne. Maksima i minima lokalne nazywamy
ekstremami lokalnymi.
W zadaniach dziedziny bede zbiorami otwartymi (wraz z kazdym punktem
w dziedzinie bedzie zawarte pewne otoczenie punktu). Rozpatrywane funkcje beda
spelniatly odpowiednie zalozenia, o ktorych nie bede tutaj pisal, a ktére pozwalaja
na stosowanie zaproponowanej metody.

Schemat

W punktach, w ktérych mamy ekstremum, ptaszczyzna styczna jest pozioma, a wiec
pochodne czastkowe sa réwne zero. Punkty takie nazywa sie punktami stacjonarnymi.
W nastepnym kroku sprawdzamy, w ktérych punktach stacjonarnych mamy

ekstrema. W tym celu obliczmy wyznacznik z macierzy drugich pochodnych.



Wyznacznik dodatni oznacza, ze mamy ekstremum. Je$li w lewym gérnym rogu
stoi liczba dodatnia, mamy minimum, jesli ujemna, to maksimum.

Wyznacznik ujemny wyklucza ekstremum (wykres w otoczeniu punktu stacjonarnego
przypomina siodlo).

W przypadku zera metoda nie daje odpowiedzi.

Zadanie 12
Znajdz ekstrema lokalne funkcji f = (z + y)3 — 122y.

Rozwigzanie
fo=3@+y)?®—12y, f,=3(x+y)*— 12z

Najtrudniejszym elementem rozwigzania jest znalezienie punktéw stacjonarnych.

{fxzo {3($+y)2—12y:0
fy=0" 13(x+y)?—-122=0

Mamy wiec 2 punkty stacjonarne: (0,0), (1,1).

, (e+y)P=4z=4y, r=y=0lubz =y =1.

Jze = fyy = 6($ +y), fzy = fy;t = 6(1’ —|—y) —12.

=—144 < 0.

0 —12

W punkcie (0,0) nie ma ekstremum.

12 0
0 12

W punkcie (1,1) mamy minimum lokalne.

P=(1,1), ’ ’—144>0, 12 > 0.

Zadanie 13
Zmnajdz ekstrema lokalne funkcji f = z + Y +—, z,y#0.
2 3 xy
Rozwigzanie
1 6 1 6
fm—§_%7 fy—g—xiyz
Punkty stacjonarne.
1 6
fx 0 5_%20 $2y:2'6 3 3 3
3 xy?
Pochodne czastkowe w punkcie (2,3).
12 1 12 2 6 1
fm:xTy:? fyy:xiy3:§7 fzy:fyac:xTyQZE-
Jow  fay ’1/2 1/6’
= >0, 1/2>0.
T Tl l1/6 27070V

W punkcie (2,3) funkcja ma minimum lokalne.



Zadanie 14

Znajdz ekstrema lokalne funkcji f = e* ™Y + 23245 4 g20—y=2,

Rozwigzanie
Dla wygody przyjmujemy oznaczenia:

P =% Y Q — €2y—3m+5 R = e2x—y—2'
Pierwsze pochodne i punkty stacjonarne.

{fz—P—3Q+2R {P—3Q+2R—O {P—3Q—|—2R—O

Zauwazmy, ze PQR = €3 (tak to wszystko zostalo dobrane).
Mamy wiec P=@Q = R=e.

z—y=1 =2
2y—3z+5=1" y=1"
Drugie pochodne w punkcie (2,1).

fow = P+9Q+4R = 14e, fyy = P+4Q+R = 6be, foy = fyo = —P—6Q—2R = —Ye.

‘ 14e —9e

9.2
_9e  6e =3e” >0, 14e > 0.

W punkcie (2,1) funkcja ma minimum lokalne.

Catki podwdjne

Niech f bedzie funkcja ograniczona okreslona na prostokacie [a, b] X [c, d]. Zalézmy
dla wygody opowiadania, ze funkcja nie przyjmuje wartoéci ujemnych.

Calke podwdjna z funkcji f po prostokacie [a, b] X [c, d] definiujemy jako objetosé
pod wykresem funkcji. Oczywiscie musimy wiedzie¢, jak rozumieé objetosé.

Dzielimy prostokat prostymi réwnolegtymi do bokéw na mniejsze prostokaty. Na kazdym
malym prostokacie stawiamy prostopadtoscian, ktérego podstawa jest maly prostokat i ktéry
w calosci mieéci sie pod wykresem. Sume objetosci prostopadlosScianéw nazywamy suma
dolna. Podobnie tworzymy sume gérna (tym razem wykres nie powinien wystawaé ponad
prostopadiodciany). Jesli kres gérny sum dolnych jest réwny kresowi dolnemu sum gérnych,
to powiemy, ze funkcja jest calkowalna, a wspdlny kres nazywamy calka.

Funkcje ciagle sa catkowalne (tylko takie beda w zadaniach).

W przypadku funkcji ciaglych catke podwdjna mozemy liczyé, liczac kolejno
dwie calki (mozemy pomysleé, ze obszar pod wykresem dzielimy na pionowe plastry,
znajdujemy objeto$¢ kazdego plastra, a nastepnie dodajemy objetosdci otrzymanych
plastréw; zauwazmy, ze podzialu na plastry mozemy dokonaé¢ w dwdch kierunkach).

Dosy¢ teorii (wszystko to mozna wyrazi¢ precyzyjniej, czesto ogdlniej, a ostatnie
stwierdzenia udowodnic).

Zapiszmy calke podwdjna z funkcji f po obszarze D = [a,b] X [¢,d] oraz dwie
réownosci, na ktorych zakonczytem czeéé teoretyczna.

//Df(:z:,y)dxdyZE l/cdf(x,y)dyl dx:/cd l/abf(x’y)dx] dy.
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Nawiaséw prostokatnych prawie nikt nie pisze. W dalszym tekscie bede uzywat
notacji, ktéra poznalem na pwr, a ktéra wydaje mi sie najwygodniejsza.

//Df(a?,y) da:dy—/abdm/cdf(x,y)dy—/cddy/abf(g;,y)dx_

Zadanie 15
Oblicz catke [ [ (2% + y?)dzdy po obszarze D = [0,a] x [0, ).

Calka nie jest przypadkowa, to moment bezwladnosci prostokata wzgledem osi
prostopadlej do prostokata, przechodzacej przez jeden z wierzchotkéw prostokata.

Rozwigzanie
a b a 3 y=b
//(m2+y2)dxdy:/ daz/ (x2+y2)dy:/ x y+ dx
D 0 0 0 3 1=
b ] adb+ab®  ab(a® +b?)
— 2 —
/ b+ o = / l E1 I i

Przyktad: separacja catek

/[/f dy]dx—/f V y)d ]dx:[/cdg(y)dyl [/abf(g;)dx]'

Dwukrotnie wyciagneliSmy stata przed catke.

Zadanie 16

1 2
dx
0 1

Rozwigzanie

Przyktad pokazuje, ze w czasem dobrze zmienié¢ kolejnos¢ catkowania.

2 x rx=1
[ [ 3= [y [ 3 o= [
1 ev—1 oey—l 1 LeY —11.-0

y—1
= ‘e dm—/dw—l
1 e¥y—1

Calki po innych obszarach

Tu przydalby sie rysunek. Na analizie 1, jako przykilad zastosowania catkowa-
nia obliczaliSmy pole pomiedzy wykresami. Dokladniej, dwie funkcje ciagte: d,g
okreslone na odcinku [a.b] okreslaly obszar D

a<xz<b dx)<y<gx).

Pole tak okreslonego obszaru wyrazato sie catka

p= [ o)~ da)a.



Mozemy oczywiscie zamieni¢ rolami z,y oraz rozwazaé sumy tak okreslonych
obszaréw.

Calke podwdjnag funkcji f po obszarze D okreslonym nieréwnosciami
a<z<b, dz)<y<g(r)

obliczmy stosujac wzor

[ [ sty dady = [ ' da / f()) f(z,9) dy.

Zadanie 17

Oblicz catke [ [, zy dzdy po obszarze D okre$lonym nieréwnosciami:
0<z, 0Ly, z4+y<lL1.

Rozwigzanie

W kazdym takim zadaniu bede prosil o rysunek obszaru, nie dlatego, Ze jest niezbedny
do wykonania obliczen, tylko po to, aby sprawdzié, czy student wie, jak wyglada
obszar.

W zadaniu mamy:

d(z)=0, g(z)=1—2z, a=0, b=1,

1 - L[ 22 y=1-z 1 /1
// xy drdy = / da;/ xy dy = / — de == [ z(1 —xz)%dx
D 0 0 0 2 2 Jo

11 122 223 241 111 2 11 1
2/0(1: 7+ a)dx 2[2 3+40 212 374" 2
Zadanie 18

Oblicz calke [ [(x +y) dedy po obszarze D okreslonym nieréwnosciami:
0<z, 0y, z+y<3, zy=>2.

Rozwigzanie

Znow powinnismy zaczqcé od rysunku.

Obszar D lezy w pierwszej ¢wiartce uktadu wspédtrzednych i okreslony jest
nieréwnosciami: 3 — z < y < 2/x. Dodatnie rozwiazania nieréwnosci 3 — z < 2/x
naleza do odcinka [1,2] (wystarczy znalezé przecigcia wykreséw y =3 —z, y = 2/x,
czyli rozwiazaé réwnanie 3 — x = 2/x).

W rozwigzaniu wykorzystamy fakt, ze zmienne x,y mozna zamieni¢, a wynik nie
ulegnie zmianie. Dlatego policzymy tylko tatwiejsza calke i pomnozymy ja przez 2.

2 3—z 2
// (z+vy) dedy = 2// x dxdy = 2/ d:E/ zdy = 2/ [xy]yf§7xxdx
D D 1 2/x 1 v=

2 2 3 2 9 1
:2/[3x—x2—2]dx:2 T g, —2[5—]—.
1 2 3 )
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Wspoblrzedne biegunowe

Tu niezbedny jest rysunek!
Punkty ptaszczyzny mozemy opisaé¢ podajac ich wspéirzedne kartezjanskie x,y.
Kazdy punkt (x,y) mozemy zapisa¢ w postaci

r=rcos¢, y=rsing, r>0, r’=z>+1y>%

Liczby r, ¢ nazywamy wspolrzednymi biegunowymi punktu (z,y). r jest odlegloscia
punktu (z,y) od punktu (0,0), natomiast ¢ jest pewnym katem ktoéry, dla r > 0
mozemy wyznaczy¢ z dokladnoscia do 27. Dla punktu (0,0) kat mozemy wybraé
dowolnie.

Jest wiele sytuacji, kiedy okreslenie potozenia punktéw za pomoca wspdirzedne
biegunowe sg wygodniejsze od wspolrzednych kartezjanskich.

Przyktady.

« Kolo o promieniu R: z? 4 y? < R?, inaczej r < R.
e Pieréciefi o promieniach a,b: a? < 22 + y? < b?, inaczej a < r < b.

o Wycinek kota, np. 22 +y? < R?, z/V3 <y <23,
inaczej r < R, w/6 < ¢ < ¢/3.

Okazuje sie, ze w wielu wypadkach wspélrzedne biegunowe pomagaja obliczy¢ catke
podwdjna. Zwykle ma to miejsce wtedy, gdy obszar calkowania jest taki, jak w

przykladach lub gdy calkujemy /x2 + y2.

Zamiast podawacé ogélne twierdzenie, rzecz pokaze na przyktadach. Zalézmy, ze
mamy obszarem calkowania jest koto (O o érodku w punkcie (0,0) i promieniu R.
Wtedy

//O f(z,y) dedy = /027r do /OR f(rcos¢,rsin¢) rdr.

Siatka wspélrzednych, czyli linie o stalym r lub ¢ to wspélsrodkowe okregi i promienie.
Pola powstalych fragmentéow sa proporcjonalne do odleglosci od srodka i stad bierze sie
dodatkowe r przed dr.

Kazde rozwigzanie uzupeinij o rysunek przedstawiajgcy obszar catkowania!

Zadanie 19
Oblicz catke [ [ (2% + y?)dzdy po obszarze 1 < z? +y* < 9.

Rozwigzanie

r=rcos¢, y=rsing, 1<r<3, 0<¢ <27,

27 3 7’4
// (xz + yz)dxdy = / d(b/ r? . prdr =21 | —
D 0 1 4

Zadanie 20

Oblicz catke [ [, zdzdy po obszarze 2% + y? < 4, |y <.

11



Rozwigzanie

Obszar jest wycinkiem kota.

//Dxd:pdy:/iidgb/;(rcosgi))-rdr: l/z/;cosgédd)] {/jr-rdr]

/4 lr3‘|2 8\/5

= [sing]”7, - 3

0

Zadanie 21
Oblicz catke [ [, (2% + y?)dzdy po obszarze z* + y? < 2z + 2y — 1.

Rozwigzanie
?+yt<24+2y-1e(@-1>+@y-1><1L

Obszar jest kotem o srodku w punkcie (1,1) i promieniu 1. W zadaniu tym wygodnie
jest umiescié¢ srodek biegunowego uktadu wspéhrzednych w punkcie (1,1).

r=14rcos¢, y=1+rsing, 0<r<1, 0<¢ <27,
22 + % = 24 2r(cos ¢ + sin ¢) + 12,

2T 1
// (2% + y*)dxdy = / d¢/ 2 + 27(cos ¢ + sin ¢) + r2]rdr
D 0 0

1 ,,,4 1 5
= 277/ 2+ rHrdr =2r |r? 4+ —| = =m.
0 4 0 2

Liczac catki zmienitem kolejnosé catkowania. Policz bez zmiany kolejnosci.

Zadanie 22
Oblicz catke [ [, e=*"=v* dxdy po obszarze 22 + y2 < R2.

Rozwigzanie

Znéw przechodzimy do wspolrzednych biegunowych: x = rcos¢, y = rsin .

2T R 1 R
// eV dady = / dgf)/ e rdr =21 {—G_TQ] =[1- e_RQ]ﬂ'.
D 0 0 2 0

Wazny wniosek

Wynik zadania mozna wykorzystaé¢ do obliczenia caltki

o0 2
/ e " dx.
— 0

Calki tej nie mozemy wychodzac od funkcji catki nieoznaczonej, bo nie znamy jeszcze
odpowiedniej funkcji. Przechodzac z R do nieskonczonosci, otrzymamy 7. 7Z drugiej
strony otrzymamy caltke po calej plaszczyZnie (moze niedcisle, ale tatwo uscislié).
Mamy wiec

T :/ / e~y dxdy = [/ e_xde} . {/ e_dey] .

12



Oczywiscie dwie calki w nawiasach kwadratowych sg réwne i dodatnie. Dlatego
o0 2
/ e dox = /.
—00

W rozwigzanych zadaniach granice catkowania byty stale. Na zakonczenie dwa
przyktady, gdzie promien r bedzie zalezal od kata ¢.

Zadanie 23
Oblicz calke [ [ /22 + y2 po obszarze 2% + y? < 2u.

Rozwigzanie
Pty <2re(z-1>2+9y° <1

Rozwazany obszar jest kotem o srodku w punkcie (1, 0) i promieniu 1. Mogliby$my
przesungé¢ uktad wspoélrzednych biegunowych ale nie zrobimy tego, bo wiekszym
problemem od ksztaltu obszaru jest pierwiastek.

r=rcosg, y=rsing, x?+1y> <2z r < 2c08 0,

w/2 2cos ¢
//\/xz—i—y —/ dqﬁ/ r-rdr
0

/2
m/2 [p3]7 2005‘1) /2 ) 1 /2 39
3 . .3
/w/2[ ] . 3/ cos” ¢ do 3 [smqﬁ 3sm 4 P

Rachunek pomocniczy

3 9 9 s3 sin? 10}
5= sin(b,/cos ¢ dop = /(l—sin ¢)(sin ) dg = /(1—5 )ds = s=g = sin ¢— .
Zadanie 24
Oblicz catke [ [ Va2 +y? po obszarze 0 <z <1, 0<y<1.

Rozwiazanie

Tym razem mamy kwadrat, ktéry podzielimy na dwa trojkaty. Otrzymamy dwie
rowne caltki.

1 1 1 p
a2 +y? dxd :/ dx/ Vaz+y?d :2/ dm/ Va2 +y? dy.
//D Y Yy 0 0 Y- ay 0 0 y=ay

Przejscie do wspolrzednych biegunowych rozwiaze problem z pierwiastkiem.

x=rcos¢p, y=rsing, 0<z<1<0<r<1/cosq,

/4 1/ cos ¢ /4 | p3
calka:2/ dgb/ r-rdr:2/
0 0 0 3

r=1/cos ¢

/4
dé = 3 / cos3 o

Obliczenie ostatniej calki jest proste, ale dtugie. Zaczniemy od calki nieoznaczonej.

L d¢ (sing)'dp ds
s =sing, /cos3gz5 ) (1 —sin? )2 _/(1—52)2'

r=0

13



Aby obliczyé ostatnia calke, rozkladamy catkowana funkcje wymierng na sume
ulamkéw prostych.

1_1{ N SRS S ]
(1—-52)2 4[(1+s)?2 (1-5)2 1+s 1-s]
Dalej
ds 1 1 1
S 4 ln(l+s) —In(l—s).
/(1—82)2 4{ 1—i—s+1—s+n( +5) —In( 8)}
Ostatecznie
1 1 1 V2 V241
tka = - |— In(1 — In(1 — =—|2V2+In——].
catka 6{ 1+s+1—5+ n(l+s)—In( s)]o G \[+nﬁ—1

29.04.2020, J.C.

Szeregi

Wyrazenie a; + as + a3 + - - - nazywamy szeregiem.

Ciag S, = a1 +as +as + - - - + a, nazywamy ciagiem sum czesciowych szeregu.
Jedli ciag sum czesciowych jest zbiezny, S, — S, to mowimy ze szereg jest zbiezny
i piszemy a1 4+ a2 + ag + --- = 5. Liczbe S nazywamy suma szeregu.

Mamy tez inne oznaczenie

[oe)
a1 +az+az+--=Y an.
n=1

Przyktlady
e Sumy czeéciowe szeregu 04+ 0+ 0+ - - - tworza ciag 0,0,0, ... zbiezny do zera.
e Sumy czedciowe szeregu 1 + 1+ 1 + --- tworza ciag rozbiezny 1,2, 3,4, .. ..
e Sumy czeSciowe szeregu 1 —1+1—-1+4+1—1+4 --- tworza ciag rozbiezny

1,0,1,0,1,0,1,...

Twierdzenie

Jesli szereg a1 + ag + ag + - - - jest zbiezny, to a,, — 0.

Dowéd
ap =S, —Sp—1 >S5S —5=0.
Sam fakt, ze a, — 0 nie wystarcza, aby szereg byt zbiezny.

(R 1 _n
vioVv2 V3 n-

Dlatego szereg

jest rozbiezny.

14



Twierdzenie

o Jesli szereg > ay, jest zbiezny,
to szereg > Ka,, jest zbiezny oraz Y Ka, = K a,.

o Jedli szeregi > an, Y. by, sa zbiezne,
to szereg >_(ay + by) jest zbiezny oraz Y (an + by) = > an + > by.

Dla wigkszej czytelnosci opuscitem indeksy przy symbolu sumy.

Zadanie 25
Czy szereg 1/2+1/4+1/8 + - - - jest zbiezny? Jesli tak, to znajdZ jego sume.

Rozwigzanie

Uzywajac notacji z trzema kropkami, sami musimy sie domyéle¢, jak wygladaja
dalsze skladniki szeregu. W naszym zadaniu oczywiscie a,, = 1/2™ (cho¢ faktycznie
szereg moglby sie kontynuowaé w zupelnie dowolny sposéb).

S1=1/2, So=1/2+1/4, S3=1/2+1/4+1/8,...
Za kazdym razem do 1 brakuje ostatniego sktadnika.
S1=1/2=1-1/2, So=1/2+1/4=1-1/4, S3=1/2+1/4+1/8=1-1/8,...

Domysélamy sie, ze S, =1 — 1/2". Oczywiscie S, — 1, co oznacza, ze suma szeregu
jest jeden.
1/241/441/84---=1.

Zadanie 26

1 1 1
Czy szereg 1.5 + 5.3 + 31 + .- jest zbiezny? Jesli tak, to znajdz jego sume.

Rozwigzanie
1 1 1

a”:n‘(n—kl) Tn ontl
ZnajdZzmy czwarta sume czeSciowa (wydaje sie, ze wystarczy, aby zobaczy¢, co sie
dzieje).
1 1 1 1

“13273373 1 15

() () G-k

Domyslamy sie, jak wyglada ogdlny wzor.

Sy

1

S, =1-— )
" n+1

Scisty dowéd indukeyjny pominiemy. Oczywiscie S, — 1, a wiec sumg rozwazanego
szeregu jest 1. W rachunkach pomogt na rozklad na utamki proste.

Zadanie 27

1 1 1
Czy szereg 13 + W + 35 + .- jest zbiezny? Jedli tak, to znajdz jego sume.

15



Rozwigzanie

e R Chree) A (CRree) N O i)
n-(n+2) 2\n n+2) 2[\n n+l n+l n+2/]’

Domyslamy sie, ze

5—3 1<1+1)
"4 2\n+1 n+2)°

Oczywiscie S, — 3/4 i tyle wynosi suma rozwazanego szeregu.

Zadanie 28

. Lo L L eme? Jedli tak & 1

7V Szere <+ ]est zbilezny ! esll ta O zZnajaz 1ego
Y S 1 9 3934 7345 . Y ) 102 Jeg
sume.

Rozwiazanie

Ogodlnie

—

% <1%2 B (n+1)(n+2)> - /4

Zadanie 29

Dla jakich  szereg 1+ x + 2% + 23 4 - - - jest zbiezny? Jaki jest wzér na sume?

Rozwigzanie
Rozwazany szereg nazywamy szeregiem geometrycznym.
2" -0« |z| < L
Zal6zmy wiec dalej, ze |z| < 1.
Sp=14z+a"+ 42"},

1—2z" 1
— .
l1—=x 1—2z

2Sp =Sy —1+2", S, =

Wynik jest na tyle wazny, ze ujme go w postaci twierdzenia.

16



Twierdzenie
e Szereg 1 + 2 + 2% + 2% + - - - jest zbiezny <= |z| < 1.

1
1—a

o Jedliz| <l tol+ax+a?+a34--- =

Zadanie 30
Zapisz utamek okresowy 0.123123123...ww postaci zwyklego utamka.

Rozwigzanie
a=0.123123123..., 1000a¢ = 123.123123123... =123 + a,
999a = 123, a = 123/999 = 41/333.
Co to ma wspdlnego z szeregami?

123 N 123 N 123 N
~ 1000 10002 10003

0.123123123. ..

Zadanie 31
Oblicz sume szeregu 2/5 + (2/5)% + (2/5)% + - - -.

Rozwigzanie

Szereg jest zbiezny bo [2/5|<1. Korzystamy ze wzoru na sume szeregu
geometrycznego

1 2

1-2/5 3

2/5 4 (2/5)% + (2/5)3 - = %(1 +2/54(2/5)% + (2/5)%---) = % -

Zadanie 32

Oblicz sume szeregu Z L

n=0 "
Rozwigzanie
00 on 3n 4n 0o oo 0o
pOEEE YN DI LR BTk
n=0 n=0 n=0 n=0
_ o1 1 T T T 7T
S 1-2/7 1-3/7 1-4/7 5 4 3 60 °

Badanie zbieznosci

Trudno jest wymy$lié¢ tatwe i sensowne zadania na znajdowanie sum szeregoéw. Na ogdt
studenci proszeni sg o sprawdzenie, czy dany szereg jest zbiezny. W badaniu zbieznosci
szeregdw przydatne sa kryteria zbiezno$ci.

Kryterium poréwnawcze

Jedli 0 < a,, < by, 1 szereg > by, jest zbiezny, to szereg Y a, jest zbiezny.

17



Dowod

Korzystamy z twierdzenia, ktére mowi, ze ciag niemalejacy i ograniczony jest zbiezny.
Oznaczmy przez A,, B, sumy czeSciowe szeregdw > a,, ».b,. Ciag B, jest
niemalejacy, wiec B,, < B, gdzie B jest granica ciagu B,,. Ciag A, jest niemalejacy
i A, < B, < B, zatem ma granice.

Zadanie 33

Wykaz, ze szereg 1/4 +1/9+1/16 + 1/25 + - - - jest zbiezny.

Rozwigzanie

, Szere ——— Jést zbiezny, wieC na podstawle Kryterium
n+t 12" nn+l) ®2nmn1)? Y, wieena b Y

oo
poréwnawczego szereg E

n=1

m jeSt ZbieZny.

o0
Oczywiscie zbiezny jest tez szereg Z —.
n

n=1

Zadanie 34

s 3n qn
Czy szereg Z i
n=0

2" + 57

jest zbiezny?

Rozwigzanie

, szereg E . Jes ezny,
n n

oo
wiec szereg Z jest zbiezny.
o 2n _|_ 57L

Twierdzenie

Jesli szereg > |ay| jest zbiezny, to szereg Y a, jest zbiezny.

Dowéd

0 < |an| + an < 2|ay|, szereg Y |ay| jest zbiezny, wiec na podstawie kryterium
poréwnawczego szereg »_(|an| + an) jest zbiezny. a, = (|an| + an) — |an|. Szereg
> an jest zbiezny bo jest réznica dwoch szeregbéw zbieznych.

Zadanie 35

o0 .
sinn
Czy szereg Z 5 Jest zbiezny?
n

n=1

Rozwigzanie

sinn

1 — 1 . . : : : i
— < —5, szereg E —5 Jest zbiezny, wiec rozwazany szereg jest zbiezny.
n n n
n=

18



Kryterium d’Alemberta

Jesli ap, > 01 apy1/an — g <1, to szereg Y ay, jest zbiezny.

Kryterium Cauchy’ego
Jedli ap, > 01 a, — g < 1, to szereg > a,, jest zbiezny.
Nietrudne dowody dwdch ostatnich kryteriéw pomine. Dodam tylko, ze jesli

g > 1, to szereg jest rozbiezny, natomiast dla g = 1 réznie bywa, co pokazuja dwa
przyktady.

1 . . an+1 n2 n n 2 ]'
Z 3 szereg zbiezny, o, = CESIE -1, Ya,= {/1/n?= W — 1.
1 " an+1 Vn 1
——, szereg rozbiezny, = -1, Ya,= — 1.
Zadanie 36
oo n2
Czy szereg nZ::l 3 an jest zbiezny?

Rozwigzanie

Zastosujmy kryterium d’Alemberta.

ant1  (n+1)7 3T 44n (n+1)?* (3/4"+1

. = 1/4.
an n? gntl 4 4gntl n? 3-(3/H)"+4 —1/

Szereg zbiezny bo 1/4<1. A teraz zastosujmy kryterium Cauchy’ego.

o _ () 5 1/4,

34 4n - Y34 4n

Szereg zbiezny bo 1/4<1.

Zadanie 37

o0
1
Czy szereg Z — jest zbiezny?
n

n=0 """

Rozwigzanie
Zadanie w sam raz na zastosowanie kryterium d’Alemberta.

an41 1 . 1

1
- = L0<1.
an m+1)! n n+4+1

Szereg jest zbiezny. Szereg definiuje stala e = 2.718281828. . ..
Poczatkowe 10 skladnikéw daje 1+1/114+1/2!4-1/3!4...4+1/9!=2.718256. . ..

Zadanie 38

2

o0 1 n
Czy szereg Z (1 — > jest zbiezny?
n

n=1

19



Rozwigzanie

Tym razem mamy zadanie w sam raz na kryterium Cauchy’ego.

1 n
Va, = (1—) —1/e< 1.
n

Szereg zbiezny.

Szereg harmoniczny
RO SO T
2 3 4 5
Pokazemy, ze szereg ten jest rozbiezny.

T I I I
273 45 6 7' 8910 11 1213 14 15 16"

Kazdy zaznaczony fragment daje wklad wiekszy od 1/2 (tyle uzyskamy zastepujac
wszystkie skladniki w danej grupie ostatnim). Widaé, ze biorac odpowiednio duzo
sktadnikéw przekroczymy dowolnie duza liczbe.

W podobny sposéb mozna pokazaé, ze szereg 1 + 1/2P +1/3P 4+ 1/4P + - . jest
zbiezny < p > 1.

Twierdzenie Leibniza
Jeslia; >as > a3 >...>01ia, — 0, to szereg a; — as + ag — aq + - - - jest zbiezny.
Znéw nietrudny dowdd pomine.

7 twierdzenia wynika, ze ponizsze szeregi sa zbiezne.

1 1 1 1 1

1
+ 4+ + = —=F
2 3 4 N EERVEIRVA

Szeregi potegowe

Szeregiem potegowym nazywamy szereg

e} (o.¢]
Z cp™  lub ogdlniej Z cn(r —a)".
n=0 n=0

Istnieje pewna liczba R, zwana promieniem zbieznosci szeregu taka, ze szereg jest
zbiezny, jesli |z — a| < R i rozbiezny, jesli |z — a| > R, Promien zbieznosci mozna
wyznaczy¢ ze wzoréw (o ile odpowiednie granice istnieja):

1/R = lim |eni1/eal, 1/R = lim | {/lea.

Granica rowna zero oznacza, ze szereg jest zbiezny dla kazdego x.

Na poczatku oméwilismy szereg 1 4 x + 22 + 23 + - - - dla ktérego R = 1.

Kilka waznych funkcji mozemy zdefiniowaé lub zapisa¢ w postaci sumy szeregu
potegowego.

v _q L
_, .CL‘2 x4 376
T TH

20



x5 a2

i R TR TR
2 3 4
iy x x
e In(1 =r—- — 4+ — — — 4+ ... —1.1
n(l+z) == s T3 17T . ze(—1,1]
3 5 7
x T T
arctg x =x 3+5 7-|- , € (—1,1]

Zadanie 39
Rozwin funkcje f(z) = 3/(5 — 7z) w szereg potegowy.

Rozwigzanie

F(x) 3 3 1 3

T 75z 7 1-(G/Tx T

Szereg jest zbiezny < |z| < 7/5. W rachunku skorzystaliSmy ze wzoru

=l14z42>4+2°+---, |z/ <1
1—2

Zadanie 40
Rozwin funkcje f(x) = 3/(7 — bx) w szereg potegowy wokél punktu 1.

Rozwigzanie

3 3 3 1

= (14 (5/Tz + (5/7)%2% + (5/7)% + - ).

_3
2

T 7—bz T-5Hz—-1)-5 2-5(z—1) 1-(5/2)(z — 1)

— ;(1 + (5/2)($ - 1) + (5/2)2(m - 1)2 + (5/2)3(x . 1)3 1. )

Szereg jest zbiezny < |z — 1] < 2/5.

Zadanie 41
1

Rozwin funkcje f(z) = T 527622
— bz + 6x

W szereg potegowy.

Rozwigzanie
Zaczynamy od rozkladu na sume utamkéw prostych.

1 1 3 2

T (1-3x)(1—-2z) 1-3z 1-2z

)= 1 —5x+ 622

=3(1+3c+3%22 + 3323+ ) —2(1 4+ 22 +2%2% + 2823 4. )

=3-2)+3* -2+ 3 -2+ B —2Y2t + - |z < 1/3.
Zadanie 42
Rozwiaz réwnanie x + 2% + 25 + 27 + .- = 2/3.
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Rozwigzanie

3 5 7 x
z+z'+2°+2 = —7=2/3
+a2+ 2"+’ + T2 /3,
202 +32—-2=0, 2=1/2 lub = -2
Z dwbch liczb: 1/2, -2, tylko dla 1/2 szereg jest zbiezny.
Rozwiazanie tego rodzaju nazywa sie analizg starozytnych. Pomijamy pewne
zalozenia, dostajemy wiekszy zbidr, z ktorego wybieramy prawidlowe rozwiazania.

Zadanie 43
Rozwiaz réwnanie 22 + 23 + ot + 25 + ... = 1/2.
Rozwigzanie
72
x2+x3—|—x4+w5+"'21 =1/2,
-z

202 +x—1=0, x=1/2 lub z=—1.

Znéw wybieramy tylko 1/2, bo dla -1 szereg jest rozbiezny.

Kilka rachunkow

Znajdziemy przyblizone wartosci 7, In2 i In 5.
7/4 = arctan 1 = arctan 1/2 4 arctan 1/3

Pie¢ pierwszych wyrazéw rozwiniecia w szereg funkcji arctg daje mam 7 ~ 3,140. . ..

1 1 1
54738 416 5.3
5 pierwszych wyrazow daje nam 0,688. .., a wartos¢ doktadna wynosi 0,693. ...
A jak obliczyé¢ In 57

1
ln2:—ln1/2:—ln(1—1/2):§+

1
5= 1fi z=2/3, In5=In(1+2/3) —In(l —2/3)
(2/3)>  (2/3)>  (2/3)
=2((2 cee
((/3)+3+5—|—7—|—
5 pierwszy wyrazéw daje nam 1.600. .., a wartos¢ doktadna wynosi 1.609. ..

Konieczne oszacowanie btedu nie jest trudne.

J.C. 17.05.2020
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