Calki krzywoliniowe niezorientowane

Oblicz dtugosci krzywych, naszkicuj krzywe.
Wykorzystaj wzor: dlugosé= [ cl: lv|dt,
gdzie v = (dz/dt,dy/dt) lub v = (dx/dt,dy/dt,dz/dt).

1. x = cost, y =sint, t € [0, 27].

2. r=t—sint, y=1—cost, t € [0,2n].

3. = (cost)®, y = (sint)?, t € [0,7/2].

4. x = e cost, y = e/ 4sint, t € [0, 27],
5. x =t, y =cosht, t € [-1n2,In2].

6. 2 =12, y=13, te€[0,1/2].
T.x=t—13/3, y=1t3 t€0,1].

8. x =4cost, y=4sint, z=3t, t € [0,2m].
9. x =t2cost, y =t%sint, z = 2t, t € [0, 27].
10. x =t, y=1%, 2= (2/3)t3, t €0, 3].

Znajdz wspolrzedna pionows srodka masy krzywych z podpunktéw: 1, 5. Zastosuj wzoér:
wspoélrzedna y §rodka masy = [f;’y |v| dt ]/dtugosé.

Znajdz krzywizne krzywych z podpunktéw 1, 5 oraz dla linii x = ¢, y = t2.
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Kropki nad z,y oznaczaja pierwsza i druga pochodna (oznaczenia Newtona).

Wykorzystaj wzoér: krzywizna = 1/R =

Calki powierzchniowe niezorientowane
1. Oblicz objetosé¢ kuli o promieniu R
2. Znajdz potozenie $érodka masy pétkuli o promieniu R.

3. Oblicz moment bezwladnosci kuli o promieniu R.
Wynik wyraz przez mase: p= M/V.

4. Oblicz powierzchnie pasa sfery o promieniu R i wysokoéci h.

5. Torus o promieniach a, b, 0 < b < a uzyskamy odejmujac
od bryly opisanej funkcja fi(2) = a + Vb? — 22
bryle opisana funkcja f—(z) = a — Vb? — 22
Oblicz objetos¢ torusa (réznica dwéch calek).

6. Oblicz pole torusa (suma dwéch catek).

Wykorzystaj wzory stosowne do bryl obrotowych (/22 +y? < f(2), a <z <b).
1. Objetosé: V = [ f(z)?d=.

2. Wspolrzedna z $rodka masy = [ [ 2 f(2)?]/Vdz=.

9
3. Moment bezwladnosci wzgledem osi z = g p / f(2)1dz.
d

4. Pole powierzchni bocznej P =27 [J f(2)\/1+ f'(2)%d=.



Parametryzacja kuli i sfery

x=rsinfcos¢, y=rsinfsing, z=rcosh.
Kula o promieniu R: 0<r<R, 0<¢<2m, 0<0<m.
W przypadku sfery ustalamy r» = R.

u= (24, Yp, 26), v = (Tg, Yo, 20);, w=(Tr, Yr, 2r).

1. Sprawdz, ze wektory u, v, w sa parami prostopadte.
Wynika stad, ze |u x v| = |u| - |v] i |jakobian| = |u| - |v| - |w].
Oblicz |u x v| oraz modul jakobianu.

2. Oblicz objetosé kuli.
3. Oblicz pole sfery = [ [|u x v| d¢ db.

4. Oblicz moment bezwladnosci sfery = [ [(z% + y2)|u x v|dgb.

Parametryzacja torusa
x=(a+rcosf)cosp, y=(a+rcosh)sing, z=rsinb,
0<0<2m, 0<op<2m, 0<r<h.

W przypadku powierzchni torusa r = b.

u= (24, Yp, 26), v = (To, Yo, 20);, w=(Tr, Yr, 2r).

1. Sprawdz, ze wektory u, v, w sa parami prostopadte.
Wynika stad, ze |u x v| = |u| - |v] i |jakobian| = |u| - |v| - |w].
Oblicz |u x v| oraz modul jakobianu.

2. Oblicz objetosé torusa.

3. Oblicz pole torusa = [ [ |u x v| d¢ db.

Dalsze zadania
1. Zaznacz na plaszczyznie punkty nie nalezace do dziedziny naturalnej funkcji

f(z,y) = 2arctg S
x+ /2?2 +y?

Znajdz gradient funkcji f.

2. Oblicz calke skierowana [; zdx + xdy + ydz.
Krzywa L jest odcinkiem o poczatku w punkcie (1,1,1) i koicu w punkcie (3,4,5).
Czy pole F' = (z,x,y) jest gradientem? Jedli tak, to znajdz f takie, ze F = Vf
i oblicz jeszcze raz catke wykorzystujac ten fakt (catka =f(3,4,5) — f(1,1,1)).

3. Oblicz calke skierowana [, (y + z)dz + (2 + z)dy + (z + y)d=z.
Krzywa L jest odcinkiem o poczatku w punkcie (1,1,1) i koicu w punkcie (2,3,5).
Czy pole F' = (y + z,z + x,x + y) jest gradientem? Jesli tak, to znajdz f takie, ze
F =V f ioblicz jeszcze raz catke wykorzystujac ten fakt.



Zadania dodatkowe

1. Znajdz jakobian przeksztalcenia
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2. Znajdz jakobian przeksztalcenia
] t
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3. Oblicz dtugoé¢ krzywej

=1t y=4t, z=1/t*, tell1,2.

4. Oblicz dtugosé krzywej

x =2tanht —t, y=2/cosht, te[-2,2].

5. Oblicz pole plata: z = s — 12, y=2st, z=s>+12, s,t€|0,1].
6. Oblicz strumien pola F' = (0, 0, z) przez powierzchnie opisana w poprzednim zadaniu.
7. Oblicz pole plata: z = zy, 22 +1y% < 1.

8. Oblicz pole plata: 22 = 2zy, 0< <1, 0<y<1, 0< 2.

Przykladowy test
1. Zapisz za pomocy catki dtugosé tuku: (z,y,2) = (t,t2,¢3), t € [1,2]].

2. Oblicz calke skierowana: [; xdy + ydx + zdz po drodze
(z,y,2) = (t,t2,t3), tc]0,2]].

3. Oblicz jakobian przeksztalcenia (z,y,z) = (s,s +t,s +t+r).
Moge daé bardziej skomplikowang funkcje, ale w dwdch wymiarach.

Rozwigzanie
1 («,y,2) = (1,2t,3t%), dlugos¢ = [2 /1 + 412 + 9t4dt.
2. dx = dt, dy = 2tdt, dz = 3tdt,

catka = [;[2¢% + 2 + 3t7)dt = [¢° + ¢9/2]3 = 40.
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3. jakobian=|z; y; z|=1]0 1 =1.
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Test A

1. F=(yx, zz+ z, zy +y + z). Znajdz f takie, ze Vf = F.

2. Oblicz calke skierowana [; zydy + yzdy + zzdz po odcinku o poczatku w punkcie
(1,1,1) i koficu w punkcie (2,3,4).

3. Oblicz dlugoéé tuku o =2, y =2t, z =1/t, t€[l1,3].



Test B

1. F:(:c2+y2’ x2+y2)' Zmajdz f takie, ze Vf = F.

2. Oblicz calke skierowana [} y?dx + 2%dy + 2%dz po odcinku o poczatku w punkcie
(1,2,3) i koncu w punkcie (2,3,4).

3. Oblicz dlugoéé tuku = = 1/(1+2), y=t/(1+1t?), t€0,1].

Test C

x Y . o
1. F = ((332 7 @ +y2)2). Zmajdz f takie, ze Vf = F.

2. Oblicz dlugoéé tuku z = ef, y=e7t, tv/2 €[0,1].

3. Oblicz calke skierowana [; ydz+xdy po tukuz = t/(1+t?), y=t3/(1+t?), t € [0,1]
(mozesz wykorzystaé¢ odpowiednie twierdzenie).

4. Oblicz strumien pola F' = (z,y, z) przechodzacy przez powierzchnie

x=1+4+s+t, y=1+s, 2=1+t, s,t €[0,1].

Test D
1. Oblicz dlugoéé tuku = =1+ 2cost, y =3+ 2sint, t € [0,7].
2. Oblicz calke skierowana [; 22dy + y?dx po tuku x = cost, y = sint, t € [0, 27].

3. Oblicz jakobian przeksztalcenia x = s/(s% +t2), y=1t/(s*> +t2).



