Wektory i wartosci wtasne

1. Niezerowy wektor v nazywamy wektorem wtasnym macierzy M, jesli Mv = v
dla pewnej liczby A. Liczbe A nazywamy wartosciag wtasng macierzy M.
Moéwimy tez, ze wektor v nalezy do wartosci wtasnej .

2. Inaczej, wektor wtasny macierzy, to taki niezerowy wektor, ktéry nie zmienia
kierunku po przeksztatceniu.

3. Zadanie. Znalez¢ wartosci i wektory wtasne macierzy (6 3).

2 5
6 3 x x
(2 5)(G)=2()
jest réwnowazne uktadowi réwnan

{6x+3y:)\x {(6—A)x+3y20
20+ 5y =Xy’ 2e+(5—-Ny=0"

Rozwigzanie. Réwnanie

Uktad réwnan ma niezerowe rozwiazanie, o ile rébwnania s3 do siebie
proporcjonalne (liniowo zalezne), co mozna ujaé w postaci réwnania

6— A\

3 f— — J— —_— . f— 2_
, 5_)\’—(6 NG —A)—2-3=A2— 11A+ 24,

0—|

A=3 lub A=8.

Mamy wiec dwie warto$ci wtasne: 3, 8. Dla kazdej z nich znajdziemy
przyktadowy wektor wtasny (wystarczy jeden).

A=3, 6x+3y=3z, z=—y, Uz(_ll).

A=38, 6x+3y=28x, 2x =3y, v:(;)).

W zadnym przypadku nie pisatem drugiego réwnania, o ktérym wiemy, ze jest
proporcjonalne do pierwszego.

4. Zadanie. Znalez¢ wartosci i wektory wiasne macierzy

) 4 4
-3 -3 5.
1 2 4

Rozwigzanie. Napisze tylko to, czego bede oczekiwat w odpowiedziach.

5—A 4 4
——(A—1)(A—2)(A—3).

dr +4y+42=0 r+y+2=0 r+y+z2=0 1
A=1 ¢ 3rx—4y—52=0, ¢ 3z+4y+52=0, S y+22=0 ,v=|-2].

r+2y+32=0 r+2y+32=0 y+22=0 1

Podobnie postepujemy dla pozostatych wartosci wtasnych, czyli dla liczb 2i 3.



-1
5. Macierz moze nie mie¢ wektoréw wtasnych. Rozwazmy macierz (g 0 )

Jest to macierz obrotu o 90 stopni i oczywiscie nie ma wektora, ktéry po

obrocie 0 90 stopni miatby ten sam kierunek.
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1 = A"+ 1.
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Rozwigzah mozemy jednak szuka¢ wsréd liczb zespolonych:

. +i
A = =i, v—<1>.

6. Dopuszczajac liczby zespolone, zawsze bedziemy mieli co najmniej jeden wektor
wiasny.

7. Uwagi dla bardziej zainteresowanych. Zaktadamy, ze mozemy korzysta¢ z liczb
zespolonych.

o W zastosowaniach wygodnie mie¢ baze ztozong z wektorédw wtasnych
rozwazanej macierzy.

o Wektory wtasne nalezace do réznych wartosci wtasnych sa liniowo
niezalezne. Dlatego, gdy wszystkie wartosci wtasne sa rézne, istnieje baza
ztozona z wektoréw wtasnych.

e W przypadku macierzy symetrycznej zawsze znajdziemy baze ztozona z
wektoréw wtasnych.

e Czasem taka baza nie istnieje. Rozwazmy macierz M = (8 (1])

M? = 0i dlatego wartoéci wtasne moga by¢ tylko zerami (mozesz sprawdzi¢
metoda zastosowana w zadaniach). Gdyby wektory wtasne u, v tworzyty

baze, to dla dowolnego wektora w mielibySmy Mw = M(au + bv) =

aMu + bMv = 0. Oznaczatoby to, ze M = 0 wbrew definicji M.

e Mozna pokazaé, ze

baza ztozona w wektoréw wtasnych macierzy M istnieje

v

macierz M jest pierwiastkiem pewnego wielomianu bez pierwiastkéw.
wielokrotnych
Wielomiany
Wielomiany to wyrazenia postaci
ao + a1z + aox® + - - + apz™, np. 7+ 5z + 2>

Elementy ag, a1, ...a, nazywamy wspdtczynnikami wielomianu. Moga to by¢ liczby
rzeczywiste, wtedy méwimy o wielomianie o wspdétczynnikach
rzeczywistych lub krétko o wielomianach rzeczywistych.

Czesto sktadniki zapisujemy odwrotne] kolejnosci:

22 + 222 + 32 +5 zamiast 5+ 3z + 22% + z°.

Dziatania wykonujemy w znany sposéb (mysle, ze przyktady mozna poming¢).



Stopien wielomianu
stopiedt 2 + 3z + bxz? = 2, stopieft 4 =0, ale stopied 0 = —oco.
Jesli P, () sa wielomianami, to
stopien (P 4 Q) < max(stopien P, stopieh Q),

stopien PQ = (stopien P) + (stopien Q).

Dzielenie z resztg

Podobnie jak liczby catkowite, wielomiany mozna dzieli¢ z reszta.
Dla dowolnego wielomianu P oraz dowolnego niezerowego wielomianu @)
znajdziemy znajdziemy dwa wielomiany W, R takie, ze

P=WQ+ R, stopien R < stopien Q.
Wielomian R nazywamy reszta z dzielenia wielomianu P przez wielomian Q.
Przyktad.
P=a+523+222+724+1, Q=2>+z+1,
P—2?Q =423+ 2>+ 72+ 1,
P —2%Q —42Q = —32% + 3z + 1,

P —22Q — 42Q + 3Q = 6z + 4,

P = (2% + 42 — 3)Q + (62 + 4).
Jest to troche inaczej przedstawiona procedura znana ze szkoty
Jedli P = WQ, to powiemy, ze wielomian () dzieli wielomian P.
Pierwiastki wielomianu

Element, dla ktérego warto$¢ wielomianu réwna jest zero nazywamy pierwiastkiem
wielomianu.

tatwo sprawdzi¢, czy wielomian o wspdfczynnikach catkowitych ma pierwiastki catkowite.
Spéjrzmy na wielomian P = 2% — 3z — 2. Jedli u® — 3u — 2 = 0 dla pewnej liczby
catkowitej u, to u musi dzili¢ 2, a wiec musi by¢ jedna z liczb: £1,+2. Faktycznie

2 jest pierwiastkiem.

Podobnie mozna szuka¢ pierwiastkéw wymiernych (szczegéty tu pomine).
Twierdzenie Bezout

Jesdli u jest pierwiastkiem wielomianu P, to wielomian x — u dzieli wielomian P.

Dowdd jest bardzo prosty.
Plz)=(z—uw)W(x)+r, 0=Pu)=0-W(u)+r, r=0, P(z)=(xr—u)W(x).

Wréémy do przyktadu P = 23 — 3z — 2. Dzielenie przez  — 2 mozna wykonaé na
rézne sposoby, chocby tak

P=2g®—-3z—2=(2%—22%) +2(z% - 22) + (z — 2)

=(z—2)(@* + 2z +1) = (z - 2)(z + 1)



Z Twierdzenia Bezout wynika, ze wielomian dodatniego stopnia n ma co najwyzej n
pierwiastkéw.

Dowdd indukcyjny. Wielomian pierwszego stopnia ma jeden pierwiastek. Zatdézmy, ze
twierdzenie jest prawdziwe dla n. Wezmy wielomian P stopnia n+1. Jesli wielomian
ten nie ma pierwiastkéw, to oczywiscie 0 < n + 1. Jesli ma jaki$ pierwiastek u, to
mozemy napisa¢ P = (x — u)Q. Wielomian ) ma stopien n wiec ma nie wiecej
niz n pierwiastkédw. Dodatkowy pierwiastek u moze co najwyzej zwiekszy¢ liczbe
pierwiastkéw z n do n + 1 (u moze by¢ pierwiastkiem Q).

Dwa wzory i pewna sztuczka
W znajdowaniu pierwiastkéw pomaga zapisanie wielomianu w postacie iloczynu

wielomiandéw nizszego stopnia. Wymienie tu kilka pomocnych wzoréw.

Potega sumy (wiecej znajdziesz w wyktadzie am1).
(a+b)? = a® + 2ab + V2,

(a+b)® = a® + 3a®b + 3ab® + b2, itd.

Réznica poteg
a? = b =(a—b)(a+b),

a® =% = (a—b)(a® +ab+b%), itd.

Pewna sztuczka (przyktad).

at + 54?0 + 9b* = (a® + 3b*)% — a®b® = (a® — ab + 3b%)(a® + ab + 3b%).

Liczby zespolone

Liczby zespolone s3 to liczby postaci a + bi, gdzie a, b sa liczbami rzeczywistymi,

a i jest pewnym symbolem takim, ze i> = —1. Liczby a,b to odpowiednio czes¢
rzeczywista i czes$¢ urojona liczby z. Dziatania wykonujemy w zwykty sposéb
pamietajac, ze i> = —1. Mamy wiec

(a+bi)+ (c+di) = (a+c)+ (b+d)i,
(a +bi)(c+ di) = ac + (ad + be)i 4 bdi® = (ac — bd) + (ad + be)i,

2+30)+(Bb+i)=7T+41, (2+14)(3+5i)=1+13i
(sprébuj od razu porzadkowaé wynik iloczynu: to nie jest trudne).
Dzielenie polega na mnozeniu przez odwrotnos$¢
1 1 a— bi a— bi a b .
— . = = - 2.
a+bi a+bi a—bi a?+b  a?+b  a®+b?

Formalnie liczby zespolone to pary liczb rzeczywistych, na ktérych okreslono odpowiedni
dziatania. Oznacza to, ze liczby zespolone mozemy traktowac jako punkty ptaszczyzny
(zwanej ptaszczyzna zespolona).



Sprzezenie i modut liczby zespolonej, interpretacja geometryczna

Sprzezeniem liczby zespolonej z = a + bi jest liczba Z = a — bi.

Na przyktad 2 + 31 = 2—3i, 5 — 1 =5+1i. Aby pozby¢ sie symbolu i z mianownika,
licznik i mianownik mnozymy przez sprzezenie mianownika. W szkole mogte$ spotkad
sie z podobnym rachunkiem w zadaniach, gdzie nalezato pozby¢ sie niewymiernosci
z mianownika.

Sprawdz, wykonujac rachunek

° zE:a2+b2
e zt+w=zZ+w

L z

N
I

W

™

o JeSliz=a+bi,toa=(2+7%2)/2, b= (z—72)/(20)

Jak wspomniatem, liczby zespolone tworzg ptaszczyzne zespolona. Odlegtos$é punktu
z = a + bi od zera wyraza sie wzorem |z| = va? 4+ b? i nazywa sie modutem liczby
zespolonej. Modut posiada kilka waznych wtasno$ci (zachecam do sprawdzenia)

o 27 = |2]?

o |2 =[]
o |zw| = |z|lw]
o |z/w| = |z|/Iw]

o |z 4wl <z + [w]

Przyktady. 244
+1

= = 1
|2 — il

2—1

.
13+ 4i| = V32 + 42 = 5, ’ all

Odlegto$¢ liczby z od liczby w to po prostu |z — w|.

e Liczby spetniajace réwnanie |z — 3 — 2i| = 5 tworza okreg o $rodku w punkcie
3+ 2¢ i promieniu 5.

e Liczby spetniajace réwnanie |z —1—3i| = |z —3—5i| tworza symetralng odcinka
taczacego punkty: 1 + 37,3 + bi.
Réwnanie kwadratowe i dwukwadratowe

. Réwnania kwadratowe maja co najwyzej 2 rozwigzania (bo wielomian 2 stopnia ma
co najwyzej dwa pierwiastki). Liczby zespolone pozwalaja nam rozwigzaé wszystkie
réwnania kwadratowe.

Przyktady.

022:4, z=2lub z = -2, w skrécie z = +2
e 22=5 z=+5
o 22=—1 2=

e 22 =9 z=43i



o 23 =7, z=4i\7, ze wzgledéw estetycznych i napisatem po lewe] stronie
pierwiastka

e 22 —62+7=0, (2-32=2, 2-3=4V2, 2=3+£2
e 22 4z +7=0, (2-2)2=-3, z—-2=4iV3, z2=244/3

W podobny sposéb mozna znalez¢ rozwigzania dowolnego réwnania kwadratowego,
choé w bardziej skomplikowanych przypadkach lepiej uzyé wzoréw znanych ze szkoty.
W przypadku ujemnej lub nierzeczywistej A, w miejscu +v/A nalezy umiescié¢ raz
jedno, a raz drugie rozwiazanie réwnania 62 = A. Musimy jednak wiedzie¢, jak
rozwigzaé réwnanie

22 =a+ bi.

Jest to jeden z nielicznych przypadkéw, kiedy warto zapisa¢ niewiadoma w postaci
z = x + 1y i porébwnal cze$¢ rzeczywista z rzeczywisty, a urojona z urojona.

> -y’ =a
($+iy)2:a+bz', 2zy = b

2?4+ y* = Va? + b?

Trzecie réwnanie, wynikte z poréwnania kwadratéw modutéw obu stronach oryginal-
nego réwnania, nie jest konieczne, ale utatwia rozwigzanie problemu.

{szz\/mﬂb v =+\/(VaZ + 5 +a)/2
2y2:\/a2+b2—a7 y:i\/(,/a2+b2_a)/2
Wydaje sie, ze zamiast 2 rozwigzan, mamy 4, jednak po uwzglednieniu drugiego

réwnania z ukfadu réwnah pozostana nam dwa rozwiazania (réwnanie 22 = 0 ma
oczywiscie tylko jednio rozwiazanie: z = 0).

z== [\/(\/@2 +02+a)/2 —&—znak(b)\/(\/a2 +b%—a)/2].

Na koniec kilka przyktadéw réwnan dwukwadratowych.
024—522—1—6:0, 22:3Iubz2:2,czy|iz::|:\/§|ubz::t\/§
o 2t —22-6=0, 22:3|ub22:—2,czyliz::t\/glubz::ti\/ﬁ

o 2 4+ 52246, 22=—-21lub 2?2 = -3, czyli z = +iv/3 lub z = +iv/2

W kazdym z tych przyktadéw pomogto podstawienie w = z2. Moze sie jednak

zdarzy¢, ze rozwigzanie rownania kwadratowego ze wzgledu na w nie bedzie liczba
rzeczywista. Oczywiécie mozemy szukaé rozwiazania réwnania w = 22, ale mozemy

ss s

e 24 +22249=0, (22+3)2=42% 22+3=2zIub2?+3=-22,
2242243=01lub22—-2243=0, z2=—-1+ivV2Ilubz=1+iV2

e 2t —22416=0, (22+4)2=92% 22+4=3zlub2?+4=-32,
22-3244=01lubz2+32+4=0, z=(3+iV7)/2lub z = (-3+iV/7)/2



Postac¢ trygonometryczna liczby zespolonej
Kazda liczbe zespolong mozemy zapisaé w postaci, zwanej trygonometryczna
z=a+bi=r(cos¢p+ising), r>0.

Oczywiscie r jest modutem liczby zespolonej z. Kat ¢ nazywamy argumentem liczby
zespolonej z. Dla liczb réznych od zera, argument jest wyznaczony z doktadnoscia
do 2m. Dla zera to zupetnie dowolna liczba.

W zadaniach, gdzie wykorzystuje sie argument liczby zespolonej, na ogét jest to
tatwy do rozpoznania kat: wielokrotno$¢ m/2, inne wielokrotnosci m/4 (kat ktéry
widzimy w kwadracie przecietym przekatng), oraz inne wielokrotnosci w/6 (katy w
tréjkacie rownobocznym przecietym wysokoscia).

Warto$¢ numeryczng argumentu oblicza funkcja wystepujaca w wielu jezykach
programowania: atan2(b,a).

o arg(7) =0, arg(—5)=m, arg(3i)=mn/2, arg(—4i)=—7/2,
o arg(l+i) =m/4, arg(l+iv3)=m/3, arg(v/3+i)=n/6.

Wiemy, ze modut iloczynu to iloczyn modutéw, natomiast argument iloczynu to suma
argumentéw (pamietamy, ze katy poréwnujemy z doktadno$cia do kata petnego).

[zw| = |z] - Jw|, arg(zw) = arg(z) + arg(w).

Jak to mozna zobaczy¢? Nietrudno sie przekonaé, ze mnozenie przez ¢ to obrét o
kat m/2. Ogdlniej, mnozenie przez liczbe o module jeden i argumencie ¢ to obrét o
kat ¢ wokét zera. Wynika stad ciekawy wzér:

obrét(a) o obrét(3) = obrét(a + ),
inaczej
(cosa+isina) - (cos f +isin 3) = cos(a + B) + isin(a + 3).

Poréwnujac cze$¢ rzeczywista z rzeczywista, a urojona z urojong otrzymujemy wzory
trygonometryczne

cos(a+ ) = cosa - cos B — sin« - sin f3,

sin(a + ) = sina - cos  + cos a - sin f3.

Wzér de’Moivre
(cos ¢ + isin @)™ = cosng + isinne.

Przyktady zadan wykorzystujacych wzér de’Moivre

o i3 =410443 — 3 — _j bo argument i to 1/4 kata petnego.

o (1490 = (v2)2 (1;‘;)20 _ 910 (1\;';)4 _ _9l0

Liczbe zapisatem w postaci iloczynu. Pierwszy czynnik to modut z potegowanej
liczby. Drugi czynnik ma modut jeden i argument réwny 1/8 kata petnego. Stad
wynikaja dalsze rachunki.

o (—1+iV3)* =2% <_1+i‘/§>20 = 220 <W>2 =218(—1 —iV3)

2 2

Oczywiscie komputer bedzie raczej dostownie stosowat wzdr de’Moivre'a.



Pierwiastki z jedynki i inne pierwiastki

Réwnanie 2™ = 1 ma n rozwigzan zespolonych, zwanych pierwiastkami z jedynki,
opisanych wzorem

z =cos2km/n +isin2kn/n, k=0,1,2,...,n—1.

Aby sie przekona¢ wystarczy podnie$¢ z do n-tej potegi. Pierwiastki z jedynki lezg w
wierzchotkach n-kata foremnego wpisanego w okrag o Srodku w punkcie 0 i promieniu
1, przy czym jeden z wierzchotkéw lezy w punkcie 1.

Wielomian 2z — 1 ma co najwyzej n pierwiastkow, zatem wzér opisuje wszystkie
pierwiastki z jedynki.

Rozwazmy teraz réwnanie

2" =r(cos¢ +ising), r>0.

Znéw wzér de Moivre'a podpowiada jedno rozwigzanie, ktére pomnozone przez
kolejne pierwiastki z jedynki daje nam n rozwiazan, czyli wszystkie, bo wiecej by¢ nie
moze. Rozwigzania opisane s3 wiec wzorem

z = {r(cos¢/n + isin¢/n)(cos 2kn /n + isin2kw/n), k=0,1,2,...,n— 1.
Kilka przyktadéw
e Rozwiazania réwnania z° = 1 wyrazaja sie wzorem

z =cos2km/5+isin2kn/5, k=0,1,2,3,4,5.

e Rozwiazemy teraz réwnanie 24 = —4.
r=4, —1=cosw+1sinm,

z = (cosm/4+isinm/4)(coskm/2 +isinknw/2), k=0,1,23.

Oczywiscie mozemy podstawiac kolejne wartosci k do wzoru, mozemy jednak
postapi¢ inaczej. Argumentem -1 jest potowa kata petnego, po podzieleniu
przez 4 dostaniemy 1/8. Liczba zespolong o takim argumencie jest na przyktad
liczba 1+i. Liczba ta ma modut réwny /2, a wiec jej czwarta potega bedzie
miata modut 4, czyli tyle, ile potrzebujemy. Pierwiastkami 4 stopnia z jedynki
sg oczywiscie liczby: 1,4, —1,—¢. Mamy wiec 4 rozwigzania.

1+, i(l+i)=—-1+4, —(Q+i)=—-1-14, —i(l+i)=1—1.

e Rozwiaza¢ réwnanie 2% = (3 + 44)8.
Jednym z rozwigzan jest oczywiscie liczba z = (3+4i)%. Pozostate rozwiazania
uzyskamy mnozac liczbe (3 + 4i)? kolejno przez: 1,4, —1, —i.

Kilka zadan na ten temat umiescitem na liscie zdan.

Podstawowe twierdzenie algebry

Nietrudno uzasadni¢, ze wielomian rzeczywisty nieparzystego stopnia ma pierwiastek
rzeczywisty. Wielomian rzeczywisty parzystego stopnia moze nie mie¢ pierwiastkéw
rzeczywistych. Liczby zespolone pozwalaja sformutowaé duzo powazniejsze
twierdzenie.



e Wielomian zespolony dodatniego stopnia ma pierwiastek zespolony.

o Whiosek. Wielomian zespolony dodatniego stopnia jest iloczynem wielomianéw
liniowych = — a, by¢ moze pomnozonych przez jakas liczbe.

o Jesli p 4 qi jest pierwiastkiem wielomianu rzeczywistego, to p — qi tez jest
pierwiastkiem. Oczywiscie niebanalny jest tylko przypadek, gdy ¢ # 0. W takim
przypadku wielomian dzieli sie przez wielomian kwadratowy

(x—p—qi)(x—p+qi) = (z —p)* + ¢*.

e Whiosek. Wielomian rzeczywisty dodatniego stopnia jest iloczynem czynnikéw

liniowych, kwadratowych i jakiejs liczby.

Utamki proste

Przypomne, funkcja wymierng (wyrazeniem wymiernym) nazywamy iloraz

wielomianéw (mianownik oczywiscie nie moze by¢ zerem).

Utamek prosty, to funkcja wymierna postaci f/g", gdzie g jest nierozktadalnym
wielomianem dodatniego stopnia, a f wielomianem stopnia nizszego od stopnia

wielomianu g.

Wiemy, na jakie czynniki rozktadaja sie wielomiany zespolone i rzeczywiste.

e Zespolone utamki proste: ———.
(x —p)"

Ar + B

e Rzeczywiste utamki proste:

(x—p)" [(x—p)2+¢"

q#0.

Kazdy iloraz niezerowych wielomianéw, w ktérym stopien mianownika jest wyzszy
od stopnia licznika mozna zapisa¢ w postaci sumy utamkéw prostych. Posta¢ sumy

zilustruje trzema przyktadami.

1 A B
P R
1 A Bx+C
c(22+x+1) =z 22+z+1
1 A B C D E F
:1:3(x+1)2(:n+5):;+? ;+x+1+(:n+1)2+x+5‘
Przyktady rozktadéw
1 1 1
:L"(:c+1):5_x+1’
1 B 1 171 1
;U2+9;E+14_(x+2)(m—|—7)_5(:1:+2_$—|—7>’
1 1 3 2
1—-5z+6x (1-22)1—-3z) 1—3z 1—2z
Do czego przydaja sie utamki proste?
e Sumy.
1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1
1.2+2-3+3-4+4.5:(1_2>+<2—3)+<3_4>+(4_5

Czasem jednak lepiej inaczej

1

1 IRV
nn+1)(n+2) 2 (n(n—l—l) C (n+1)(n+2)

9

).



o Catkowanie.

dx 1 1 1 1
Zioei1d 5/ \ara dz = = (In|z +2| ~ln|z+ 7)) +C.

e Odgadywanie oryginatu transformaty Laplace’a.

1 1/ 1 1 1
() = F 705 114 5<s+2 s+7>’ (1) = 5(e e )

e Szeregi potegowe.

1 3 2
1—-5zx+6x 1—3z 1-—2z

=3(1+3zx+3%22 +3323 4+ ) — 21 + 22+ 2%2% + 2823 + )
=14+B-2z+32-22)22+ (3 -2%23 +---.
Jak roztozy¢ funkcje wymierng na sume sume utamkéw prostych?

Zaczynamy od roztozenia mianownika na czynniki. Jesli mamy proste wyrazenia:

1 x
(z+3)(z+8)" (z+2)(z+9)

to od razu mozemy napisaé rozktady

1 _?(1 1)_1(1 1>
(x+3)(x+8)  \z+3 2+8) 5\z+3 x+8)’

e R G ) R i)
(x+2)(x+9) ~\z+9 x+2 T\z+9 z+2)
Po prostu dobieramy odpowiedni wspétczynnik przed nawiasem.
W ogdlnym przypadku lepiej napisa¢ schemat rozktadu i rozwigzaé¢ odpowiedni uktad
rownan dla niewiadomych A, B, C, . ...
Zobaczmy jeszcze, co sie stanie, gdy dopiszemy trzeci czynnik. Wykorzystamy,
wczedniej uzyskany wynik.

1 1 (1 1 1 1)
(z+1)(z+3)(z+8) z+1\5 z+3 5 z+8
1 1( 1 1 ) 1 1( 1 1 )
5 2\az+1 x+3) 5 7T\z+1 x+8)°

1o/t 11
(x+3)2(a:+8)_x+3<5'x+3_5'x+8>
11 1 1 11 1111
_3.(90—1-3)2_5'(304—3)(36—1-8)_3‘(37—1—3)2_%.307—1-34_%.%4-8'

Przedstawiony rachunek jest wtasciwie uzasadnieniem postaci rozktadu w przypadku,
gdy mianownik rozktada sie na czynniki liniowe, a w liczniku mamy liczbe. Jesli
w liczniku statby wielomian, to wykonujac dzielenie uzyskalibySmy taka sama postac
(nie mogtby pozosta¢ wielomian, bo w granicy duzych x powinno zostal zero).
W przypadku czynnikéw nierozktadalnych wyzszego stopnia lepiej przeprowadzi¢ dowdd
w inny sposéb, ale nie miejsce tutaj na takie rozwazania.

Podobnie
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Przyktad
?+3+5 A B C

2z +1) =z 22 x+1
Mnozymy obie strony przez mianownik lewej strony
22+ 32 +5=Ax(x + 1) + Bz + 1) + C2°.

Poréwnujemy wspétczynniki przy tych samych potegach =

2: 5=B

z': 3=A+B

2 1=A+C
Rozwiazujac uktad réwnan znajdujemy A = —2, B =5,C = 3. Zatem

x2+3w+5_ 2 34_ 3
w2(x+1) oz 22 x4+l

J.C. 17.05.2020

Pierwiastki z jedynki (uzupetnienie)

A Im A im
i i
(-1+i)/27 (1+0)/2"  (-1+i3'%)/2 (1+i33/2
Re Re
-1 1 1 —
(-1-i)/2"° (1-)/2"2  (-1-i3)/2 (1-i3*2)/2
i

Zespolone rozwigzania réwnania z™ = 1 opisane s3 wzorem:

2knw . 2kmw
Z=¢€08— +1-SlIn —,
n n

k=0,1,2,3,...n— 1.

Rozwiazania leza w wierzchotkach n-kata foremnego wpisanego w okrag o promieniu

jeden i Srodku w punkcie zero, przy czym jeden z wierzchotkéw lezy w punkcie jeden.
Dla pewnych n pierwiastki z jedynki mozna do$¢ prosto zapisa¢ bez uzycia funkgji

trygonometrycznych. Wszystkie wymagane od studentéw pierwiastki mozna odczytaé

z dwdch rysunkoéw.

e 2z =1. Rozwiazania: z = 1.

e 22 = 1. Rozwigzania: z =1, —1.
e z* =1. Rozwigzania: z =1, —1, i, —i.

144 1—d —1+4+4i —1—1
e 2% =1. Rozwiazania: z =1, —1, i, —i, akl ! ki !
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~1+iV3 —1-iV3

e 23 = 1. Rozwiazania: z =1,
2 2

1+iv3 1—-iv3 —1+4iv3 —1-iV3

6 ; [
=1.R =1, -1
° 2 ozwigzania: z , , > 5 5 2

Réwnie tatwo mozemy wypisa¢ 12 pierwiastkéw 12 stopnia z jedynki.

Rozwigzania algebraiczne
l=1le 22=1Iub 22=-1<2=+1 lub z = +i.
H=1e2=1 lub 42 =-1.
Rozwiazania pierwszego réwnania juz znamy, z = £1, =+1.

Ao le (@412 =220 2 41=2V2 b 224+1=—2V2

o 1+ lub -1+
z= u
V2 V2
—1+14v3
B=1el-1=>c-1)EF+2+1)e2=1 lub z:;f.

S=1e22=1Iub 22=-1.

Rozwigzania pierwszego réwnania juz znamy.

1+iv3

B=lel2tl=>ce+1)-2+1)ez2=—1 lub 2= 5

Na zakonczenie rozwigzemy réwnanie z°> = 1. Temat ten wykracza poza program
wyktadu. Tym razem uzyje miary stopniowe;.

Rozwiagzaniami s3 liczby: 1, cos72° +isin72°, cos144° + isin 144°. Suma
tych liczb to zero (tak zreszta jest w ogdlnym przypadku i jest to bardzo wazna
wiasno$¢ pierwiastkéw z jedynki). Pomysl, dlaczego tak jest.

1+2c0s72° 4+ 2cos144° = 0, cos144° = 2 cos® 72° — 1.
Niech w = 2 cos 72°. Wtedy

0=142cos72°+2cos144° =14 2¢cos72° 4+ 2(2cos?72° — 1) = w? + w — 1,

—-1++/5 -1 5

w = 2\[, cos72° >0, cosT72° = Z\[, sin 72° = /1 — cos2 72°.
Mamy wiec wszystko, co potrzebne, aby zapisaé rozwigzania réwnania z° = 1 bez
uzycia funkcji trygonometrycznych. Przy okazji poznaliémy wartoéci funkgji
trygonometrycznych wielokrotnosci 72°.

12



Przygotowanie
1. lloczyn skalarny wektoréw w R? definiujemy wzorem:
(a,b) o (z,y) = ax + by.
2. Podobnie definiujemy iloczyn skalarny w R3:
(a,b,¢) o (z,y,2) = ax + by + cz.

3. Dtugoéé wektora v definiujemy wzorem: |v| = Vv2, gdzie v2 = v o v.

W szczegélnosci |(a,b)| = Va2 + b2, |(a,b,c)| = Va? +b% + ¢
4. Powiemy, ze wektory u, v s3 prostopadte, jesli wov = 0.

5. W przypadku R?, fatwo wskazaé wektor prostopadty do wektora (a,b). Moze
to by¢ wektor (b, —a) lub dowolny wektor do niego réwnolegty.

6. W przypadku R3 zadanie znalezienia wektora prostopadtego do dwéch danych
wektoréw u = (a,b,c),v = (p,q,r) jest trudniejsze. Mozemy rozwigzywaé
odpowiedni uktad réwnan (w prostych przypadkach mozna odgadna¢ rozwiazanie).
Pokaze, jak ogdlnie rozwigzaé zadanie (dla wektoréw nieréwnolegtych). Spéjrzmy
na rozwiniecie Laplace'a

ry 2 c ’a c a b‘

a b c|l==x -y + z

b oq v r por P q

—(zyz)o(‘b cl la c| |a bD
e qg r|” |p rl'lp ql)

Wektor ztozony z wyznacznikéw 2 stopnia to iloczyn wektorowy.
a b D
p oql)’

w
Mamy tozsamo$¢ w o (u X v) = | u |, z ktérej wynika od razu, ze
v

c
r

a ¢
p T

) )

(@.0.0)x (p.a.r) = (]!

uo(uxv)=vo(uxv)=0
(wektor u X v jest prostopadty do wektoréw u i v).

7. Pole réwnolegtoboku w R? rozpietego przez wektory u,v wyraza sie przez
modut z wyznacznika zbudowanego z wektoréw u, v.

Pole = | ‘Z‘ |.

8. Objetoé¢ réwnolegtoécianu rozpietego w R> rozpietego przez wektory u, v, w
wyraza si¢ przez modut z wyznacznika zbudowanego z wektoréw u, v, w.

u
Objetos¢ = | |v | | = |(u x v) o wl.
w

9. Pole réwnolegtoboku w R? rozpietego przez wektory u, v wyraza sie wzorem

Pole = |u x v].
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Geometria na ptaszczyznie

1.

Punktami ptaszczyzny sa wszystkie pary liczb. Dodatkowo bedziemy tez rozwazaé
dwuwymiarowa przestrzen wektorowa, ktérej elementami réwniez beda pary
liczb.

. Kazdej parze punktéw mozemy przypisaé wektor v = B — A, ktéry méwi, jaki

krok nalezy wykona¢ z punktu A, aby dosta¢ sie do punktu B.
Przyktad. A= (1,4), B=(5,7), v=B— A= (4,3).
Dziatania wykonujemy, jak na wektorach.

Odwrotnie, majac punkt i wektor, mozemy powiedzie¢, gdzie znajdziemy sie
wykonujac krok okreslony przez wektor: B = A + v.

Przyktad. A = (4,5), v = (3,1), B = A+v = (7,6). Znéw dziatania
wykonujemy w zwykty sposéb,

Prosta to zbiér punktéw postaci A + tv, gdzie t oznacza dowolna liczbe.
Przyktad. A = (3,5), v=(1,2), (z,y) = (3+1t,5+ 2t)

lub inaczej x =3 +t, y =5+ 2t (réwnanie parametryczne prostej).

Przez rézne punkty A, B, mozemy przeprowadzi¢ doktadnie jedng prosta: prosta
ztozong z punktéw postaci: A+ t(B — A).

Przyktad. A =(2,1), B =(5,3). Prosta: (z,y) = (2,1) +¢(3,2).

Odcinek AB to zbidr punktéw postaci: A+ t(B — A), przy czym 0 < ¢ < 1.
Zauwazmy, ze A+ t(B — A) = (1 —t)A + tB. Mozemy wiec powiedziel,
ze odcinek AB, to zbidr punktéw postaci aA + bB, przy zatozeniu,

zea >0, b>0, a+b=1. Mnozenie punktéw przez liczby moze wydawa¢ sie
dziwne, ale zauwazmy, ze a i b nie s3 dowolne (a+b=1). Jesli P = aA+bB

i A, B s3 ustalone, to powiemy, ze a, b to wspbtrzedne barycentryczne punktu
P w bazie A, B.

. 1 1 1
Przyktad. Srodek odcinka AB: S = A+ 5(3 —A) = §A + §B.
Przyktad. Punkt P dzielacy odcinek AB tak, ze AP: BP =2:5.

2 5} 2
P=A+-(B-A)=ZA+ZB.

Podobnie, majac trzy niewspdtliniowe punkty A, B, C' mozemy okresli¢ okresli¢
wspotrzedne barycentryczne punktu P lezacego w trdjkacie.

Przyktad. Srodek tréjkata.

1 1 1
—-A+>B+-
§=gA+ 3B+ C

2 /1 1 1 2 /1 1 1 2 /1 1 1
==(=B+ = A== —A -B=-(-A+=B =

3(2 +20>+3 3(20+2)+3 3(2 +2 >+3C’
co oznacza, ze punkt S lezy na przecieciu $rodkowych tréjkata ABC i kazda

$rodkowa dzieli w stosunku 1 : 2.
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8.

10.
11.

12.

13.

14.

Rozwazmy prosta: « = 4 + 3t, y = 1 + 2t. Eliminujac parametr ¢ dostajemy
réwnanie 2x — 3y = 5.

Réwnanie postaci ax + by + ¢ = 0 nazywamy réwnaniem ogdlnym prostej
(oczywiscie a, b nie moga by¢ réwnoczesnie zerami).

Réwnanie prostej prostopadtej do wektora v = (a, b) przechodzacej przez punkt
P = (zo,y0) : a(z —x0) + by —yo) = 0.

(réwnanie méwi po prostu, ze (a,b) o [(z,y) — (x0,y0)] = 0).

Przyktad. Réwnanie prostej prostopadtej do wektora (3, 5) przechodzacej przez
punkt (4,1): 3(z —4) +5(y —1) =0.

Mozna tez liczy¢ tak: 3z +5y=3-4+5-1=17.

A jak znalez¢ réwnanie parametryczne? Oczywiécie mozna zwyczajnie rozwigzaé
réwnanie wprowadzajac parametr, ale wtedy zapewne w réwnaniach pojawig sie
utamki. Sprébujmy inaczej. Niezerowym wektorem prostopadtym do wektora
(3,5) jest wektor (5,-3). Wektor ten ma kierunek rozwazanej prostej. Prosta
przechodzi przez punkt (4,1). Mamy wiec: (x,y) = (4,1) + ¢(5, —3).

Whiosek. Proste ax + by + ¢ =0, ax + by + ¢ = 0 s3 réwnolegte.

Niech a,b # 0. Réwnanie z/a +y/b = 1 (réwnanie odcinkowe prostej) opisuje
prosta przechodzaca przez punkty (a,0), (0,b).

Zadanie. Znajdz punkt przeciecia odcinkéw: (1,2)(3,3), (2,1)(3,4).
Rozwiazanie.

(3,3) — (1,2) = (2,1), wektor prostopadty: (1,—2), prosta: x — 2y = —3,

(3,4) — (2,1) = (1,3), wektor prostopadty: (3,—1), prosta: 3z —y =5,
przeciecie prostych (rozwigzanie ukfadu réwnan): z = 13/5, y = 14/5.

Zadanie. Znajdz rzut prostopadty punktu (7,9) na prosta 3z + 4y = 7.
Rozwigzanie. Napiszmy réwnanie parametryczne prostej prostopadtej do proste;
3z + 4y = 7, przechodzacej przez punkt (7,9): (z,y) = (7,9) + ¢(3,4).
Punkt przecigcia prostych. 3(7 + 3t) + 4(9 + 4t) = 7, 25t = =50, t = —2.
Szukany punkt: (z,y) = (1,1).

Odlegto$¢ punktu od prostej = odlegto$¢ punktu od rzutu prostopadty punktu
na prosta. W zadaniu wektor taczacy te dwa punkty = -2(3,4),
a jego dtugos¢ = 2-5=10.

Powtarzajac rachunek na symbolach otrzymujemy ogdlny wzér na odlegtosé
punktu (xg,yo) od prostej ax + by + ¢ = 0:

lazo + byo + ¢|
va? + b2

Podobnie wyglada wzér na odlegtosé pomiedzy prostymi réwnolegtymi:
ar+by+c=0, axr+by+c =0.

odlegto$¢ punktu od prostej =

e — ¢

VIR

odlegtos¢ prostych réwnolegtych =
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15.

16.

Odlegto$¢ punktu P od prostej przechodzacej przez punkty A, B to wysoko$é
réwnolegtoboku o podstawie AB i trzecim (lub czwartym) wierzchotku P.

|E-4]
Koé pole réwnolegtoscianu P—A
wysoko$é = =
y dtugosc podstawy |B — A

Zadania. Znajdz odlegto$¢ punktu (7,9) od prostej przechodzacej przez punkty:
(1,1), (5, -2).

4 -3

s 31

Szukana odlegto$é = ——— = 50/5 = 10.
¢ V42 4+ 32 /

Pole tréjkata ABC' to potowa pola odpowiedniego réwnolegtoboku.
ole tréjkata = 1\ B-4 |
P R =aolle—al
Zadanie. Oblicz pole tréjkata o wierzchotkach (1,1), (6,5), (2,7).

5 4

le tréjkat —1\
pole rOJaa—2 1 6

‘ | =26/2 =13,

Geometria w przestrzeni

1.

Prosta w R to zbiér punktéw postaci A + tv, natomiast ptaszczyzna to zbidr
punktéw postaci A 4+ su + tv. Punkt A jest ustalony podobnie jak wektory
u, v, przy czym wektory u, v nie moga by¢ rownolegte.

. Prosta przechodzaca przez dwa rézne punkty to zbiér punktéw postaci:

A+t(B-A).
Ptaszczyzna przechodzaca przez 3 punkty niewspétliniowe to zbiér punktéw
postaci: A+ s(B — A) +t(C — A).
Rozwazmy ptaszczyzne

r=5+35+2t, y=2+4+s+4t, z=1+2s+t.
Eliminujac s otrzymujemy:

r—3y=-1—10t, 20 —3z2=T+1t

Eliminujac t otrzymujemy
(r—3y) +10(2z —3z) =69, 21lx—3y—302=169, 7z—y—10z—23=0.

Réwnanie ax + by 4+ cz + d = 0 nazywa sie¢ réwnaniem ogdlnym ptaszczyzny.

. Réwnanie ptaszczyzny przechodzacej przez punkt P = (xq, yo, z0) prostopadtej

do wektora v = (a, b, ¢):

a(x —xo) + by —yo) + c(z — 20) = 0.
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10.

11.

12.

13.

Napiszmy w inny sposéb réwnanie ogdlne ptaszczyzny
r=5+3s+2t, y=2+s+4t, z=1+4+2s5+1.

Wektor prostopadty do ptaszczyzny jest prostopadty do dwéch wektordw
wyznaczajacych ptaszczyzne. Znajdziemy go liczac iloczyn wektorowy.

(3,1,2) x (2,4,1) = (—7,1,10).
Réwnanie ptaszczyzny:
~7(z=5)+(y—2)+10(z—1)=0, Tz —y—10z2—23=0.
To samo, ale chyba proscie;j. . .

Réwnanie ptaszczyzny przechodzacej przez punkty: (a,0,0), (0,b,0), (0,0,c¢):
x/a+y/b+z/c=1, a,b,c#0.

Odlegtos¢ punktu (zo, yo, 20) od ptaszczyzny ax + by + cz +d = 0.

’(J,I'() + byo + czo + d‘
Va2 +2+c2

Odlegto$¢ pomiedzy ptaszczyznami réwnolegtymi:
ar+by+cz+d=0, ar+by+cz+d =0.

odlegtosé =

|d — d'|
Vaz + 02+ 2

odlegtos¢ =

Odlegto$¢ punktu P od prostej A + tv réwna jest wysokosci réwnolegtoboku
rozpietego przez wektory v i P — A, czyli

L, pole |(P—A) x|
odlegtos¢ = — .
dtugos¢ podstawy v
Odlegto$¢ punktu P od ptaszczyzny wyznaczonej przez trzy punkty A, B, C,
rowna jest wysokosci réwnolegtoscianu
objetos¢ (P —A)o[(B—A)x (C—A)

dlegtos¢ = =
odleglose pole podstawy |(B—A)x (C—A)]

Odlegtos$¢ dwéch prostych réwnolegtych A+tv, B+tv to wysoko$¢ réwnolegtoboku
rozpietego przez wektory v i B — A.
|(B— A) x v

odlegtos¢ =
||

Odlegtos¢ dwodch prostych skosnych A + tv, B + tu réwna jest wysokosci
rownolegtoécianu rozpietego przez wektory u, v, B — A.

(B = A)o (uxv)]

lu X v]

odlegtos¢ =

Pole tréjkata ABC' to potowa pola odpowiedniego réwnolegtoboku.

pole — %](B —A) X (C— A)|.
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14. objeto$¢ czworoécianu ABC'D réwna jest 1/6 objetosci odpowiedniego
réwnolegtoscianu.

B—-A
oijtoéé:6| C—-A| |
D-A

15. Zadanie. Znajdz rzut prostopadty punktu (7,6,5) na ptaszczyzne
2e+y+z2="7.
Rozwigzanie. Réwnanie prostej prostopadtej do ptaszczyzny przechodzacej
przez punkt (7,6,5) : = =7+2t, y =6+t z =5+t Przeciecie
ptaszczyzny prosta.

2T+2)+(6+8)+(5+t) =7, 6t=—18, t=-3 z=1,y=3 z=2.
Szukanym rzutem jest punkt (1,3,2).

16. Zadanie. Znajdz rzut prostopadty punktu (9, 8, 6) na prosta
r=1+1t t=1+42t, z=1+44t.
Rozwigzanie. Ptaszczyzna prostopadta do prostej przechodzaca przez punkt
(9,8,6): x + 2y + 3z = 49. Przeciecie ptaszczyzny prosta:
(I4+6)+2(1+2t) +4(1+4t) =49, 21t =42, t=2, =3, y=5, 2=09.
Szukanym rzutem jest punkt (3,5,9).

J.C. 2.06.2020
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