Macierze i wyznaczniki

Uktady réwnan i wyznaczniki
Jak rozwigzaé uktad 2 réwnan liniowych z 2 niewiadomymi?

{ax + by=e
cx + dy=f

Aby wyznaczy¢ x, pierwsze réwnanie mnozymy przez d, drugie przez —b
i dodajemy stronami.
Aby wyznaczy¢ y, pierwsze réwnanie mnozymy przez —c, drugie przez a
i dodajemy stronami.
(ad — bc)r = ed — fb

{(ad—cb)y =af —ce
Jesli ad — ¢b # 0, to
ed— fb _af —ce
ad—be’ VT ad—be

Uktad réwnan mozemy zakodowaé podajac macierz wspoétczynnikow.

. . , a b
macierz ukfadu réwnan = { } ,
c

d
. L, a b | e
rozszerzona macierz uktadu réwnan = d ’ s
c

Wyrazenia w licznikach i mianowniku nazywamy wyznacznikami macierzy.

: : a b a b
wyznacznik macierzy L d} =1, d‘ = ad — cb.
Wzory Cramera
Rozwiazania uktadu réwnan
ar + by=e
cx + dy=f
mozemy wyrazi¢ wzorami Cramera
W Wy i _la b e b _|a e
$—W,y—w, gleeW— d,Wm—f d,Wy—C £l
oczywiscie tylko w przypadku, kiedy W # 0.
Prosze zwréci¢ uwage na czym polega réznica pomigdzy W a W, i W,,.
Przyktad
dz 4+ 5y =2
3z +Ty=1"
4 5 2 5 4 2
L e T B L FE B

x =W, /W =9/13
{y = W,/W = —2/13

Wzory ogdlne

Podobne wzory mozemy napisaé w przypadku uktadu n réwnan liniowych z n niewiadomymi.
W przypadku 3 réwnan liniowych z 3 niewiadomymi mamy

=Wy /W, y=W,/W, z2=W,/W, oile W #0.

W, Wy, Wy, W, s3 wyznacznikami macierzy 3 x 3.



Rekurencyjna definicja wyznacznika

Definicja rekurencyjna méwi, jak zacza¢ i jak z dowolnego miejsca wykonaé krok
dalej.

Dwa przyktady.

Potega. a’ =1, a"t!=a-a™

Silnia. 0! =1, (n+1)!=n-nl

Wracamy do wyznacznika. Tu rzecz jest trudniejsza do zapisania, pokaze wiec tylko,
jak zacza¢ (wyznacznik z macierzy 1 x 1) oraz jak przejé¢ do rozmiaru 2 x 2 i dalej
do rozmiaru 3 x 3.

la] = a (tu i dalej pionowe kreski oznaczaja wyznacznik),

a b
| = ald] - bl
a b ¢
d e f :a‘h J; —b‘d J;—i-c‘d Z.
g b g g

Macierze w kolejnych wyznacznikach po prawej stronie réwnania powstaja przez
wykreslenie wiersza i kolumny zawierajacych wyraz stojacy przed mniejszym wyznacznikiem.

Reguta Sarrusa

Wiemy, jak wyglada wyznacznik macierzy 1 x 1 oraz 2 x 2.

Wyznacznik z macierzy n x n jest suma n! iloczynéw branych z réznymi znakami.
Mozna poda¢ nierekurencyjny wzér, jednak na wyktadzie ograniczymy sie przypadku
3x3

a b c
d e f|l=aei+bfg+ cdh —ceg—afh — bdi.
g h i

Znany jest sposéb na zapamietanie wyniku (reguta Sarrusa).

Rozwiniecie Laplace’a

W definicji rekurencyjnej po prawej stronie pojawiaja sie kolejne wyrazy z pierwszego
wiersza macierzy. Okazuje sig, ze ten sam wynik otrzymamy biorac jakikolwiek inny
wiersz lub kolumne. Nalezy tylko pamietaé, ze znaki pojawiajace sie po prawej stronie
réwnosci tworza szachownice

+ - +
— + —
+ - +

a wiec np. w przypadku drugiego wiersza zaczynamy od minusa.

)

Przyktad

Rozwigzemy teraz uktad 3 réwnan liniowych z 3 niewiadomymi.

20+ 5y+3z2=1 2 5 3
dr+2y+6z=4, W=|4 2 6|=8+90+48 — 18 — 40 — 48 = 40,
3z+4y+2z=3 3 4 2
1 5 3

Wy=14 2 6|=4490+48—-18—40—24 =60, « = W, /W =60/40 = 3/2, itd.
3 4 2




Wtasnos$ci wyznacznikow

Dla prostoty zapisu ogranicze sie do wyznacznikdw macierzy 2 x 2.

ka b _ka b
ke d|  Tle d|’
a+d b| |a b+a’ b
c+c d|l e d d d|’
a b __b a
c d| |d ¢|’
1 0
’0 1’_1.

Wymienione wtasnosci w petni definiuja wyznacznik.

a bl |a+0 b+0| |a b a 0 0 b 0 0
c d| |0+c d+0| |0 O 0 d c 0 c d
11 10 0 1 0 0
= ab 0 0’+ad’0 1’+bc’1 0'+cd’1 1’—ad—bc.
Dopiszmy jeszcze jedng wtasnosé
a bl |a ¢
c d| |d d|’

ktéra méwi, ze wyznacznik macierzy réwny jest wyznacznikowi macierzy transponowanej,
czyli macierzy, w ktérej wiersze zamieniono z kolumnami. Wynika stad, ze wtasnosci
wyznacznika dotyczace kolumn s3 réwniez prawdziwe dla wierszy.

Jak oblicza¢ wyznaczniki?

Z wymienionych wtasno$ci wynika, ze jesli do wybranej kolumny (wiersza) dodamy
inng kolumne (wiersz) pomnozong przez dowolng liczbe, wyznacznik nie ulegnie
zmianie.

Dodajmy na koniec jeszcze jeden, tatwy do uzasadnienia fakt

a
0
0

= abc

S o ¥

o ¥ ¥

(gwiazdki oznaczaja dowolne liczby).

Najlepiej by byto przeksztatci¢ macierz do powyzszej postaci, ale utatwimy sobie zadanie
uzyskujac troche zer w jakies kolumnie lub wierszu lub po prostu zmniejszajac liczby wystepujace
w macierzy. Na koniec lub po drodze stosujemy rozwiniecie Laplace’a.

Znajdziemy teraz dwie pozostate niewiadome w rozpatrywanym uktadzie réwnan.

2 1 3] |21 3] (21 3 5 1
W,=|4 4 6/=|1 1 4|=|1 1 4 :—10’1 1’:—10,
332 (332 [oo0 —10
y=W,/W = —10/40 = —1/4,
2 5 1 |15 1 ., ,
W,=[4 2 4/=|0 2 4 —‘4 3’:—10, 2 =W, /W = —10/40 = —1/4.
3 4 3] |0 4 3




Wektory i macierze

Rozpatrujemy wektory z R?, czyli pary liczb. Uogdlnienie jest oczywiste. Dodawanie
wektoréw i mnozenie wektoréw przez liczby definiujemy wzorami:

v iR R s
s+ s =[] o] =[]

Rozpatrzymy przeksztatcenie R%2 w R? okreslone wzorem (znéw uogdlnienie jest
oczywiste):
{ﬂ {(w ; by}
— .
Y cr + dy

Przeksztatcenie tej postaci nazywa sie przeksztatceniem liniowym.
Przeksztatcenie mozna opisaé podajac macierz i umawiajac sig, jak macierz mnozymy

przez wektor
a blf[x]| [axr+by
c d||ly| |ex+dy]|’

sl Bl=Bal Bl =1

Dodawanie macierzy i mnozenie macierzy przez liczbe

Przyktad

Przyktad

Macierze mozna traktowac¢ jak wektory i dwa tytutowe dziatania wykonywac jak na
wektorach.

ab+a’b’_a+a’b+b’ kab_kakb
c d d d| |le+d d+d|’ c d|  |ke kd|’

Mnozenie macierzy
Wykonajmy dwa przeksztatcenia liniowe pod rzad.

20 )= b [ = (ot e b o]

B {(ap+br)x+(aq+bs)y' B [aerbr aq+bs} [m]
|(ep+dr)z+ (eq+ds)y|  |ep+dr cq+ds||y]|’

Rachunek sugeruje nastepujaca definicje mnozenia macierzy

a bl[p q] [ap+br aq+bs
c d lcp+dr cq+ds

r s

Przyjrzyj sie i sprébuj zrozumieé zasade. Mozna mnozy¢ macierze réznych rozmiaréw.
Wystarczy aby liczba kolumn pierwszej macierzy réwna byta liczbie wierszy drugiej
macierzy.

Mnozenie macierzy jest taczne, ale na ogdt nie jest przemienne.

1 3][7 1] [13 10 7 1171 3] [12 23
5 2|12 3] [39 11)° 2 3|15 2] [17 12]°
Wyttuscitem elementy potrzebne do znalezienia wyrazu w lewym gérnym rogu.

Nietrudno sie przekonaé, ze mnozenie przez macierz jednostkowa nie zmienia
wektora ani macierzy.
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Jesli dla macierzy kwadratowych zachodzi réwnos¢

e alr =l v)

to méwimy, ze druga z macierzy jest odwrotna do pierwszej i odwrotnie.

Okazuje sie, ze jesli
a bl[p ¢q] [1 O
c d||r s|] [0 1]’

HHISME

Macierz odwrotna do danej jest jedyna. W przypadku 2 x 2 mamy

a b1t 1 d —b 3 7Y 5 -7
c d|  ad—bc|—-c a|> |2 5] |-2 3]

W przypadku 3 x 3 mamy

e f la f d e| 7t
-1 h 1 g 1 g h
Z z ; B 1 _ ‘ b c‘ ‘a c la b ‘
no ~ wyznacznik h i g 1 g h
9 L b ¢ Ja ¢ a b
e f d f e d

Litera t oznacza, ze nalezy pozamieniaé wiersze z kolumnami.
Na koniec warto zwréci¢ uwage, ze uktad réwnan i rozwigzanie uktadu réwnan
mozna zapisaé w formie macierzowej

{7x+4y—2 {7 4} [m]
Sr+3y=1" 5 3]y
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