LISTA 2
CALKI KRZYWOLINIOWE ZORIENTOWANE
POLA WEKTOROWE

1. Obliczy¢ calki krzywoliniowe zorientowane z podanych pél wektorowych po wskazanych
tukach (zorientowanych zgodnie z parametryzacja):

’111

(,9) = (2% + 5%, 0y), T o=ty =el, gdzie t € 0,1];

a)
b) F(z,y) = (Inz,Iny), T':y =12 gdzic z € [1,¢];
c)

F (r,y) = (z + y?,y), gdzie T jest dolng potowa elipsy w— - 32—2 1 zorientowanq
przeciwnie do ruchu wskazowek zegara;
. 1
d) F(z,y) = (5,71), [:x=t—sint,y=1—cost, gdzie t € [, 7;
Yy y—
= (I7 Y, Z) . . ,
e) Flx,y,z) = , I' — odcinek o poczatku (1,1,1) i koncu
) F(z,y,z2) N R s pr—T— poczatku (1,1,1)
(4, 4,4).

2. Obliczy¢ catki krzywoliniowe zorientowane z podanych pél wektorowych po wskazanych
tukach zamknietych:

a) F(z,y) = 22y, zy(y + 1)), T :22 +y*+ 2y = 0, zorientowany dodatnio;

b) F(z,y) = (y,—x), T:2=acos’t,y = asin’t, gdzie t € [0,27] i a > 0, zorientowany
dodatnio;

c) ﬁ(x, y,z) = (y,z,x), I'—liniadrubowa: x = rcost,y = rsint, z = bt, gdzie t € [0, 27],
r,b > 0, zamknieta odcinkiem laczacym jej konce (orientacja linii $rubowej zgodna
z parametryzacja).

3. Sprawdzi¢, ze podane calki nie zalezg od ksztattu krzywej catkowania. Nastepnie znalez¢
potencjal odpowiedniego pola wektorowego i obliczy¢ caltki:

(1,3)

INIE]

a) e’ cosydr — ¥ siny dy;
(0,0)
@2 2
y oy ou
b) / (1 — =5 cos —) dx + (sin = + = cos —) dy (Wsk. Zauwazy¢, ze — jest pochodna
. r T x dy

iloczynu funkcji);
(0,2,3)
c) / (1—1+ )dm+( %)dy—x—gdz;
(1,1,1) y y :
(2,3,4)
d) / (2% — 2yz) dw + (v* — 222) dy + (2* — 2wy) d=.
(1,1,1)
4. Wykorzystujac twierdzenie Greena obliczy¢ podane calki krzywoliniowe zorientowane po
dodatnio zorientowanych krzywych zamknietych:

a) f{(l —2Hydr + (1 +y?*)dy, T - okrag 2%+ y* = R,

b) %(w +9?) dr + (2* +y*) dy, T — tréjkat o wierzchotkach (1,1),(3,2), (3,5);



c) ]{ Va2 + y?de 4+ ylry + In(z + /22 + y?)] dy, T sklada sie z tamanej o wierzchotkach
r
(1,0), (e, 0), (e, 1) oraz wykresu funkcji y = Inz, gdzie 1 < x < e, wykonaé rysunek.
5. Za pomocy caltki krzywoliniowej obliczy¢ pola obszaréw ograniczonych podanymi krzy-
wymi zamknietymi:
a) elipsa I': x =acost,y = bsint, gdzie t € [0, 27];
b) kardioida I': x = 2cost — cos2t,y = 2sint — sin 2¢, gdzie t € [0, 27].

6. Obliczy¢ prace w podanych polach wektorowych podczas ruchu po wskazanych tukach
zorientowanych:

z,y) = (2zy, %), T —~dowolny tuk taczacy punkty (1,0), (0.3);

,2) = (zy,y + 2,2), I' — linia §rubowa: x = cost,y = sint,z = t od punktu
A= (1,0,0) do punktu B = (—1,0,7);

c) ﬁ(x,y,z) = (—z, —y, —z) wzdluz dowolnego tuku I taczacego punkt A = (x1,y1, 21)
nalezacy do sfery x? + y? + 2% = r? z punktem B = (x4, s, 22) nalezacym do sfery
22 +y? + 22 = R%;

d) ]ﬁ(a:,y,z)] jest odwrotnie proporcjonalny do odlegtosci punktu (z,y,z) od osi Oz,
przy czym wektor F (x,y, z) jest prostopadly do osi Oz i ku niej skierowany, I" —
¢wiartka okregu x = cost,y = 1,z = sint, gdzie t =€ [0, 5], wykona¢ rysunek.

7. Dla podanych funkcji wyznaczy¢ gradienty:
a) f(z) = (2" +v°)z;
b) f(z) = VTP
8. Dla podanych pdél wektorowych znalezé rotacje i dywergencje:
a) F = (xy,yz, zz);
F = (2%, 2y22, 22);
c) F = (sin(yz?), 222 cos(yz2), 2zyz cos(yz2)).
9. Udowodni¢, ze przy odpowiednich zatozeniach
a) rot(fﬁ) = (grad f) x F + frot F;
b) div (rot F) = 0.

Odpowiedzi

1. a) 3e? + E’ b) +2,¢) dab?, d) &+ 152 Ling e) 3V/3;

2.a) 0, b) —37wa?, ¢) —r’m;

3. a) —1 b) 7T—|—1 c) —1,d) —14;

4. a) R4/2 b) ,¢) 2(3—e);

5. a) mab, b) 67

6.d) kIn2 / 2 gdme k jest Wspolczynnklem proporqonalnosm

8. a) 1ot(F) = (—y,—z,—x), div(F) = 2 + y + 2, b) rot(F) = (—dyz, —z, —a3), div(F) =

322y + 222 + z, ¢) rot(F) = 0, div(F) = —z22(22 4 4y?) sin(y22) + 2y cos(yz2).



